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制导炮弹协同方案弹道快速规划

王庆海,陈　 琦,王中原,尹秋霖
(南京理工大学 能源与动力工程学院, 南京 210094)

摘　 要: 为求解复杂的多弹多阶段协同弹道规划问题,提出一种增广集中式 - 协同弹道规划算法(AC-CTPM)。 首先根据制

导炮弹飞行过程中各阶段特性建立 5 阶段弹道规划模型,之后将 np 发制导炮弹的 5 阶段弹道规划问题组合扩展为较为复杂

的 5np 阶段最优控制问题,然后采用多阶段 Radau 伪谱法将无限维最优控制问题(OCP)离散为有限维非线性规划问题

(NLP),最后调用成熟的 NLP 求解器 SNOPT 求解。 为提高对复杂的 5np 阶段最优控制问题的求解效率,在 AC-CTPM 中提出

一种将 2D 标称弹道转换为 3D 预测方案弹道的协同弹道规划问题初始值获取方法( IGVAM),每一发制导炮弹分别以各自发

射点为原点建立新地面坐标系,在新地面坐标系内快速规划出 2D 方案弹道,之后通过扩展和坐标转换将新坐标系中规划的

2D 方案弹道转换成原地面坐标系中的 3D 方案弹道,这些 3D 方案弹道组合构成协同弹道规划问题的初始预测。 采用

AC-CTPM算法对单炮多发、多炮齐射同时弹着任务场景进行仿真求解,获得了满足炮弹自身约束以及协同约束的协同方案弹

道,验证了 AC-CTPM 算法的有效性。 与分布式协同弹道规划算法(D-CTPM)以及传统集中式协同弹道规划算法(TC-CTPM)
进行仿真对比,结果表明:AC-CTPM 算法规划的协同方案弹道的目标函数平均比 TC-CTPM 算法优 5. 07% ,比 D-CTPM 算法优

32. 98% ,而 AC-CTPM 算法的求解耗时却比 TC-CTPM 算法减少 86. 48% ,比 D-CTPM 减少 82. 36% ,验证了 AC-CTPM 算法的

优越性。
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Cooperative scheme trajectory rapid trajectory programming
for guided projectile

WANG Qinghai,CHEN Qi,WANG Zhongyuan, YIN Qiulin

(School of Energy and Power Engineering, Nanjing University of Science and Technology, Nanjing 210094, China)

Abstract: To solve the complex problem of multi-projectile-multi-phase cooperative trajectory programming, an
augmented centralized collaborative trajectory programming method (AC-CTPM) is proposed. Firstly, a five-phase
trajectory programming model is established based on the characteristics of each phase in the flight process of guided
projectiles. Then, the five-phase trajectory programming problems of np guided projectiles are combined and
extended to a more complex 5np phases optimal control problem (OCP). The multi-phase Radau pseudo-spectral
method is used to discretize the infinite-dimensional OCP into a finite-dimensional nonlinear programming problem
(NLP), which is finally solved using the mature NLP solver SNOPT. To improve the efficiency of solving the
complex 5np phases OCP, in AC-CTPM, we propose an initial guess value acquisition method ( IGVAM) for
converting 2D scheme trajectories into 3D predicted trajectories in cooperative trajectory programming problem.
Each guided projectile establishes a new ground coordinate system with its own launch point as the origin. Within
this new coordinate system, 2D scheme trajectories of the projectile are rapidly programmed. Subsequently, by
expanding and transforming the coordinates, the programmed 2D trajectories in the new coordinate system are
transformed into the 3D scheme trajectory. The 3D scheme trajectories of each projectile are combined to form the
initial prediction of the cooperative trajectory programming problem. By applying the AC-CTPM algorithm, we
conducted simulation-based solving for the scenario of simultaneous impact tasks with single-gun multiple-firing and
multiple-gun salvo. We obtained cooperative trajectory solutions that satisfy the projectile self-constraints and
cooperative constraints, which verifies the effectiveness of AC-CTPM algorithm. Simulation comparisons with
distributed collaborative trajectory programming algorithm ( D-CTPM) and traditional centralized collaborative
trajectory programming algorithm (TC-CTPM) shows that the objective function of the cooperative scheme trajectory



programmed by AC-CTPM algorithm is on average 5. 07% better than that of TC-CTPM algorithm and 32. 98%
better than that of D-CTPM algorithm on average, while the solution time of the AC-CTPM algorithm is reduced by
86. 48% compared with TC-CTPM algorithm and by 82. 36% compared with D-CTPM algorithm, which verifies the
superiority of the AC-CTPM algorithm.
Keywords: guided projectile; cooperation of multiple projectiles; initial guess acquisition; rapid trajectory
programming; Radau pseudo-spectral method

　 　 近年来,协同攻击技术因其在突破防御系统和

对目标打击效能等方面相比单系统攻击具有显著优

势而受到越来越多学者的关注[1 - 4]。 制导炮弹大量

弹体空间用于搭载制导控制系统,导致单发弹杀伤

能力有限,为实现精确打击的同时具备足够打击效

能,多弹同时弹着协同攻击是最好的策略之一[5]。
轨迹优化可以最佳地匹配飞行器各子系统,有利于

提高飞行器飞行品质,以最优性能指标实现既定任

务[6],因此制导炮弹协同方案弹道的规划对其实现

最终对目标的协同攻击具有至关重要的现实意义。
飞行器协同轨迹规划问题本质上可以看作非线

性最优控制问题。 最优控制问题的求解方法,按照

是否给出解析解,可以分为解析法和数值解法。 解

析法是根据具体问题建立 Hamilton 函数,构建包含

状态方程和协态方程的正则方程,之后根据极值条

件和边界条件推导出解析解。 解析法精度高、速度

快,但是推导过程复杂,仅适用于简单最优控制问

题。 随着最优控制理论和计算机科学的发展,数值

方法成为学者们求解最优控制问题最重要的工具之

一。 数值方法又分为间接法和直接法。 间接法主要

是利用庞特里亚金最小原理推导一阶必要最优条

件,将原最优控制问题转换为两 /多点边值问题,然
后通过数值方法求解边值问题得到数值解。 史金光

等[7]针对滑翔增程制导炮弹的滑翔段方案弹道规

划问题,利用变分法推导纵向平面内最优滑翔飞行

的两点边值问题,并采用梯度法求解,规划了最远滑

翔距离方案弹道。 孙瑞胜等[8] 利用变分法推导乘

波体滑翔飞行器的两点边值问题,然后采用遗传算

法解得最大飞行距离方案弹道。 间接法的优点是解

的精度高,但存在对初值预测敏感的缺陷[9]。 直接

法是通过某种方法,直接离散最优控制问题中的控

制和 /或状态变量,将最优控制问题转换为非线性规

划问题求解[10]。 胡朝江等[11] 离散控制变量,采用

直接 多 重 打 靶 法 规 划 飞 机 的 最 优 着 陆 轨 迹。
Subchan 等[12]采用直接多重打靶法规划导弹的最短

飞行时间最优轨迹。 陈琦等[13] 采用 Gauss 伪谱法

离散滑翔制导炮弹纵向平面内弹道模型,将无限维

最优控制问题转换为有限维非线性规划问题,之后

采用序列二次规划算法求解,规划制导炮弹飞行耗

时最短方案弹道。 徐秋坪[14] 结合 hp 自适应 Radau

伪谱法和序列二次规划算法,规划出滑翔制导炮弹

“滑翔 -机动复合效率”最优方案弹道。
针对复杂度较高的协同飞行轨迹优化问题,直

接法中的伪谱法由于其求解精度高、收敛速度快,以
及避免显式数值积分等优点,使其成为学者们最优

先选择的工具之一[14]。 Liu 等[15] 基于 Gauss 伪谱

法规划反舰导弹从指定方位协同攻击敌方舰艇的协

同方案弹道。 Gu 等[16]基于高斯伪谱法规划了多无

人机规避禁飞区的协同飞行轨迹。 Zhao 等[17] 采用

多基多旅行商方法分配无人机任务,之后根据分配

的任务采用 Gauss 伪谱法规划最优飞行轨迹。 许强

强等[18]针对面向突防任务的多导弹协同弹道规划

问题,采用 hp -自适应 Radau 伪谱法规划了雷达探

测威胁最小协同方案弹道。 刘超越等[19]采用 Gauss
伪谱法规划双脉冲导弹的多阶段协同方案弹道。 李

征等[20]基于 Radau 伪谱法采用设计“预测 -协调 -
轨迹生成” 三步式算法规划可重复使用航天器

(reusable launch vehicle, RLV)的协同再入飞行轨迹。
上述文献采用的协同飞行轨迹算法可以分为分

布式 - 协同弹道规划算法( distributed collaborative
trajectory programming method, D-CTPM)架构[17 -20] 和

传统集中式 -协同弹道规划算法(traditional centralized
collaborative trajectory programming method, TC-CTPM)
架构[15 - 16]。 分布式算法架构以某种方法获得或直

接指定协同攻击时间,各飞行器按照协同时间规划

末端时间固定的飞行轨迹作为协同飞行轨迹。 这种

算法架构解得的性能指标受协同时间获取方式影响

较大,且难以保证协同性能指标的最优性。 传统集

中式算法架构是联立参与协同飞行的所有飞行器的

动态方程为协同动态方程,通过一次求解获得协同

方案弹道。 传统集中式算法架构的协同时间通过优

化解得,求得的协同性能指标在协同动态模型约束

下是最优的,然而,联立协同动态方程组的处理方式

自动默认约束各飞行器对应阶段的切换时间相等。
这一等式约束在处理单阶段轨迹优化问题时没有不

利影响,但在求解多阶段制导炮弹弹道规划问题时

就显得冗余,这一冗余约束会对协同飞行轨迹的性

能指标产生不利影响。 此外,传统集中式算法架构

还存在一个较大的缺陷,联立的协同弹道规划问题,
变量规模庞大,问题的复杂度较高,求解耗时长。
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针对分布式算法架构和传统集中式算法架构

的不足,本文提出一种增广集中式协同弹道规划算

法 ( augmented centralized collaborative trajectory
programming method,AC-CTPM),首先基于多阶段

Radau 伪谱法,参照分布式算法(D-CTPM)架构分别

建立每发制导炮弹的多阶段弹道规划模型,然后扩

展组合已建立的各发制导炮弹的多阶段弹道规划模

型联立成为一个协同弹道规划问题进行求解。 为了

提高问题的求解效率,求解之前,以各发弹发射点为

原点建立各自 2D 地面坐标系,采用简化的 2D 弹道

模型快速规划出每发弹的 2D 标称方案弹道,通过

扩展以及坐标转换生成协同弹道规划问题的初始预

测。 最后以单炮多发制导炮弹协同攻击场景和多炮

单发制导炮弹协同攻击场景为仿真算例,验证本文

所提 AC-CTPM 算法的有效性以及相比 D-CTPM 算

法和 TC-CTPM 算法的优越性。

1　 协同弹道规划模型

1. 1　 火箭助推滑翔增程制导炮弹三维弹道模型

参考文献[21],建立 3D 质点弹道模型:

v· =
Fp - Fx - mgsin θ

m

θ· =
Fy - mgcos θ

mv

ψ·v = -
Fz

mvcos θ

x· = vcos θcos ψv

y· = vsin θ

z· = - vcos θsin ψv

m· = - mc

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(1)

式中: v 为速度,θ 为弹道倾角,ψv 为弹道偏角,m 为

弹体质量,mc 为助推火箭单位时间质量流量,Fp 为

助推火箭推力,Fx 为气动阻力,Fy 为气动升力;
Fz 为气动侧向力,(x,y,z)为炮弹在地面坐标系中

的坐标。 于是该模型的状态向量可以表示为 x =
[v θ ψv x y z m] T 。

3 个方向的空气动力为

Fx = 1
2 ρv2SCx0(1 + kc(α2 + β2))

Fy = 1
2 ρv2SCyαα

Fz = 1
2 ρv2SCzβ β

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(2)

式中:ρ 为空气密度,S 为参考面积,Cx0 为零升阻力

系数,Cyα为升力系数导数,Czβ为侧向力系数导数,kc

为与诱导阻力相关的系数。 等效攻角 α 和等效侧

滑角 β 作为控制量,为了简便,本文后续简称攻角和

侧滑角,于是控制向量可以表示为 u = [α　 β] T 。
1. 2　 弹道模型

根据滑翔增程制导炮弹飞行过程中各阶段飞行

特性,将滑翔增程制导炮弹的飞行轨迹分为起飞段、
助推段、上升段、滑翔段和末制导段 5 个阶段,如
图 1所示。

图 1　 滑翔增程制导炮弹弹道示意

Fig. 1 　 Gliding extended range guided projectile trajectory
diagram

假设参与协同攻击的一组制导炮弹包含 np 发

制导炮弹,为方便标注每一段的时间变量,定义第 ip
发制导炮弹的第 kp 阶段持续时长为

t(kp)d,ip = t(kp)f,ip - t(kp)0,ip ,( ip = 1,…,np;kp = 1,…,5)

(3)
式中: (·) (kp)

0,ip 为第 ip 发制导炮弹第 kp 阶段初值,
(·) (kp)

f,ip 为第 ip 发制导炮弹第 kp 阶段末值, (·) (kp)
d,ip

为第 ip 发制导炮弹第 kp 阶段持续长度。
弹道中各阶段定义如下(这里不需区分具体某

一发制导炮弹,故变量省略下标 ip):
1)起飞段。 始于发射位置,结束于助推火箭点

火位置,这一阶段的飞行时间区间为 [ t(1)0 ,t(1)f ] 。
助推火箭必须在炮弹出炮口一定距离之后才能点

火,所以 t(1)d 的下界应设置为一个合适的正数。
2)助推段。 始于助推火箭点火位置,结束于助

推火箭关闭位置,这一阶段的飞行时间区间为

[ t(2)0 ,t(2)f ] 。 t(2)d 等于助推火箭的工作时间。
3)上升段。 始于助推火箭关闭点,结束于滑翔

起始点,这一阶段的飞行时间区间为 [ t(3)0 ,t(3)f ] 。
现实中,助推火箭由工作状态切换为关闭状态这一

扰动在一定程度上会影响弹体平衡,所以助推段结

束后需要经过一段时间,等炮弹恢复平衡再开启控

制舵进入滑翔段,因此 t(3)d 的下界应设置为一个合

适的正数。
4)滑翔段。 始于滑翔起始位置,结束于导引头

开启点,这一阶段的飞行时间区间为 [ t(4)0 ,t(4)f ] ,这
一阶段为有控段,制导炮弹可在这一阶段根据协同
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约束机动飞行,调整飞行轨迹和飞行时间。
5)末制导段。 始于导引头开启点,结束于目标

点,这一阶段的飞行时间区间为 [ t(5)0 ,t(5)f ] 。
1. 3　 约束条件

1. 3. 1　 边界约束

设第 ip 发制导炮弹初始质量为 m0,ip,初速为

v0,ip,起始点坐标为 (x0,ip,y0,ip,z0,ip) 。 于是建立制

导炮弹的协同初始状态约束为

v( t(1)0,ip) = v0,ip
x( t(1)0,ip) = x0,ip

y( t(1)0,ip) = y0,ip

z( t(1)0,ip) = z0,ip
m( t(1)0,ip) = m0,ip

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(4)

设第 ip 发制导炮弹攻击的目标坐标为 (xt,ip,
yt,ip,zt,ip) ,为对目标实现一定的打击效果,假设末

速度不小于 vfL,落角不大于 θfU。 于是末状态约束为

x( t(5)f,ip ) = xt,ip

y( t(5)f,ip ) = yt,ip

z( t(5)f,ip ) = zt,ip
θ( t(5)f,ip ) ≤ θfU

v( t(5)f,ip ) ≥ vfL

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(5)

1. 3. 2　 过程约束

火箭助推滑翔增程制导炮弹在不同飞行阶段具

有不同的飞行特征,受到不同的约束。 助推火箭只

在助推段工作,控制量在前 3 个飞行阶段为零。 同

一型号制导炮弹过程约束相同,所以不区分具体某

一发制导炮弹的弹道诸元,省略制导炮弹序号 ip 。
1) 上升段和爬升段:

Fp = 0
mc = 0
α = 0
β = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(6)

2) 助推段:
Fp = F∗

p

α = 0
β = 0

ì

î

í

ïï

ïï
(7)

式中 F∗
p 为助推火箭的平均推力。

3) 滑翔段和末制导段:
Fp = 0
mc = 0
αmin ≤ α ≤ αmax

βmin ≤ β ≤ βmax

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(8)

1. 3. 3　 连续性约束

多弹协同弹道规划,需要保证每一发制导炮弹

自身的时间连续性和状态变量连续性,即
t(kp)
f,ip

= t(kp+1)
0,ip

x(kp)
f,ip

= x(kp+1)
0,ip

{ (9)

式中:kp = 1,…,4;ip = 1,…,np。
1. 3. 4　 末制导路径约束

协同攻击的实现需要调整攻击时间和攻击角

度。 在末制导段调整攻击时间和攻击角度可能会导

致飞行轨迹变得高度弯曲,导致目标脱离导引头视

场[22]。 因此,在末制导段根据导引头视场角大小建

立路径约束至关重要。
制导炮弹末制导过程的几何关系图如图 2 所

示,其中 Mip 为第 ip 发制导炮弹, Tip 为第 ip 发制导

炮弹攻击的目标,对应的视线高低角和视线方位角

分别为 θL,ip 和 φL,ip 。

图 2　 三维制导几何关系图

Fig. 2　 3D guidance geometry diagram

末制导过程中,小角度假设条件下可以近似认

为导引头基准轴和速度轴重合[23 - 24],则第 ip 发制导

炮弹的弹目视线在高低和方位两个方向相对导引头

基准轴线偏离角分别为

eθ,ip = θ(5)
ip - θL,ip

eφ,ip = ψ(5)
v,ip - φL,ip

{ (10)

其中视线角公式为

θL,ip = tan -1 yt,ip - yip

(xt,ip - xip)
2 + ( zt,ip - zip)

2( )

φL,ip = - tan -1 zt,ip - zip
xt,ip - xip

( )

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

式中: ip = 1,…,np。
末制导过程中,必须保证目标在导引头视场内。

设某型号制导炮弹的导引头的视场角为 ε,则第 ip
发制导炮弹的视场角约束为
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eθ,ip ≤ ε

eφ,ip ≤ ε{ (11)

1. 3. 5　 末制导段起始点约束

理想的末制导起始点为制导炮弹与目标距离等

于导引头最大探测距离的点,过早开启导引头无法

探测到目标,过晚开启导引头会减少制导炮弹调整

飞行轨迹的可用时间和空间。 设该型号制导炮弹导

引头最大探测距离为 Rs , (x(5)
0,ip,y

(5)
0,ip,z

(5)
0,ip) 为第 ip

发制导炮弹的方案末制导起始点,则对应的末制导

起始点约束为

(x(5)
0,ip - xt,ip)

2 + (y(5)
0,ip - yt,ip)

2 + (z(5)0,ip - zt,ip)
2 = Rs

(12)
1. 3. 6　 协同约束

制导炮弹的协同攻击策略分很多种,包括单炮

多发制导炮弹同时弹着攻击一个目标,单炮多发制

导炮弹同时攻击多个目标,多炮单发制导炮弹同时

攻击一个目标,多炮单发制导炮弹同时攻击多个目

标 ,此外还有采用时间序列依次弹着攻击,以及根

据打击任务需求从指定攻击角协同攻击等,针对不

同协同策略需要建立不同协同约束。 本文采用从指

定方位同时弹着策略攻击指定目标,于是建立协同

约束如下:
1)时间协同约束:

t∗ = t(5)f,ip , ( ip = 1,2,…,np) (13)
式中:t∗为协同时间, t(5)f,ip 为第 ip 发制导炮弹的弹着

时间。
2)攻击方位角协同约束:

ψ(5)
vf,ip = ψ∗

v,ip, ( ip = 1,2,…,np) (14)
式中: ψ∗

v,ip 为第 ip 发制导炮弹被指定的协同攻击方

位角, ψ(5)
vf,ip 为第 ip 发制导炮弹的弹着时刻方位角。

1. 4　 协同目标函数

滑翔增程制导炮弹第 4 阶段和第 5 阶段为无动

力飞行,控制能力较弱,为减小方案弹道对控制系统

的要求,为制导控制系统预留更多机动裕量,目标函

数的设计希望使控制量尽量远离上、下界,于是本文

设计第 ip 发制导炮弹的第 kp 阶段性能评价指标为

J(kp)
ip = ∫t

(kp)
f,ip

t(kp)
0,ip

α(kp)
ip

αmax
( )

2

+ β(kp)
ip

βmax
( )

2

dt,

( ip = 1,…,np;kp = 1,…,5)
(15)

第 ip 发制导炮弹的性能评价指标可以表示为

Jip = ∑
5

kp = 1
J(kp)
ip = ∑

5

kp = 1
∫t

(kp)
f,ip

t(kp)
0,ip

α(kp)
ip

αmax
( )

2

+ β(kp)
ip

βmax
( )

2

dt,

( ip = 1,…,np) (16)

于是 np 发制导炮弹的协同目标函数可以表

示为

Jcol = ∑
np

ip = 1
Jip (17)

2　 多阶段 Radau 伪谱法

2. 1　 多阶段最优控制问题模型

设多阶段最优控制问题包含 P 个阶段,性能函

数可以写为

J = ∑
P

p = 1
[Φ(p)(x(p)

0 ,t(p)0 ,x(p)
f ,t(p)f ,s) +

∫t
(p)
f

t(p)0

Γ(x(p)( t),u(p)( t),t,s)dt]
(18)

式中:s 为静态参数向量,Φ(·)为端点值性能函数,
Γ(·)为积分型性能指标待积分函数, (·) (p) 为 P
阶段最优控制问题第 p∈ 1,2,…,P[ ]阶段的变量。

需要注意的是,伪谱法中最优控制问题的第 p
阶段与弹道规划模型第 kp 阶段并不一定是一一对

应的关系。 弹道规划模型的第 kp 阶段对应制导炮

弹飞行过程的每个阶段,是物理客观而不可随意改

变的。 然而,伪谱法中最优控制问题的第 p 阶段是

数学意义上的,数学意义上的第 p 阶段可以包含多

个物理对象,例如在第 p 阶段内联立 np 发制导炮弹

的约束,并且其顺序也可以变换,因为序列二次规划

问题中改变约束函数的先后顺序并不影响最终优化

结果。
动态函数约束为

x·(p) = f(x(p),u(p),t(p),s),(p = 1,…,P)
(19)

不等式路径约束为

C(p)
min ≤ C(p)(x(p),u(p),t(p),s) ≤ C(p)

max,
(p = 1,…,P)

(20)

以及连续性约束为

L(x(p)( t(p)f ),t(p)f ;x(p+1)( t(p+1)0 ),t(p+1)0 ) = 0,
(p = 1,…,P - 1) (21)

于是式(18) ~ (21)构成多阶段最优控制问题

POCP。 POCP可简写为

POCP :
min JOCP

s. t. hOCPC = [h(1)
OCP,…,h(p)

OCP,…,h(P)
OCP] T ≤ 0

(22)
式中: JOCP 为标准最优控制问题的目标函数, h(p)

OCP 为

P 阶段最优控制问题第 p 阶段的约束函数向量,
hOCPC 为约束函数向量集合。
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2. 2　 多阶段最优控制问题伪谱离散

针对多阶段 最 优 控 制 问 题 ( optimal control
problem,OCP) 的每一阶段,Radau 伪谱法 ( Radau
pseudo-spectral method,RPM)将状态变量和控制变量

分别离散到一系列勒让德 - 高斯 - 拉道(Legendre-
Gauss-Radau,LGR)节点上,并以经过这些节点的拉

格朗日插值多项式近似状态变量和控制变量,从而

将连续的无限维的 OCP 转化为有限维的非线性规

划问题(nonlinear programming problem,NLP)。 LGR
节点是非对称、非等间距的,采用它的根作为插值节

点可以有效避免等距高阶多项式插值经常出现的龙

格现象[25]。 相比 Gauss 伪谱法,RPM 不需附加的积

分约束,转换得到的 NLP 更为简洁[26]。
RPM 的伪谱时间 τ∈[ - 1,1]与第 p 阶段物理

时间 t(p) ∈ [ t(p)
0

,t(p)
f

] 的映射关系为

t(p) =
t(p)
f

- t(p)
0

2 τ +
t(p)
f

+ t(p)
0

2 ,(p = 1,…,P)

(23)
状态变量和控制变量可由拉格朗日多项式近似

表示为:

x(p)(τ) ≈ X(p)(τ) = ∑
N(p)

i = 0
X(p)

i Li(τ) (24)

u(p)(τ) ≈ U(p)(τ) = ∑
N(p) -1

i = 0
U(p)

i Li(τ) (25)

其中:Li 为第 i 个节点对应的拉格朗日多项式函数

的基函数,可写作:

Li(τ) = ∏
N(p)

h = 0,h≠i

τ - τh

τi - τh
,

( i = 0,1,…,N(p);p = 1,…,P)
式中:N(p)为第 p 阶段配置点数目,X(p)

i 、U(p)
i 分别为

第 p 阶段第 i 个节点的状态变量和控制变量。
对状态变量插值多项式(24)两端关于伪谱时

间 τ 求导可得

d X(p)

dτ = ∑
N(p)

i = 0
X(p)

i
dLi(τ)

dτ , (p = 1,…,P)

(26)
进一步可以得到:

X(p) D =
t(p)
f

- t(p)
0

2 f (p)(X(p),U(p),t(p)
0

,t(p)
f

),

(p = 1,…,P)

(27)
式中:X(p)∈R(N(p) +1) ×nx,其中 nx 为状态变量数目;U(p)∈
RN(p) ×nu,其中 nu 为控制变量数目;D∈RN(p) × (N(p) + 1)

被称为微分矩阵。
RPM 路径约束的离散形式为

C(p)
min ≤ C(p)(X(p)

i ,U(p)
i ,τi,t(p)0 ,t(p)f ) ≤ C(p)

max,
(p = 1,…,P;i = 0,…,N(p)) (28)

相似地,离散化的连续性约束为

Lc(X(p)
N(p),t(p)f ;X(p+1)

0 ,t(p+1)0 ) = 0,
(p = 1,…,P - 1) (29)

由数值分析理论[27] 可知,目标函数的离散形

式为

J = ∑
P

p = 1
Φ(p)(X(p)

0 ,t(p)0 ,X(p)
N(p),t(p)f ,s) +

∑
P

p = 1

t(p)
f

- t(p)
0

2 ∑
N(p) -1

a = 0
ω(p)

a
φ(p)

a
(30)

式中:φ(p)
a 为第 p 阶段被积函数在第 a 个配置点的

值,ω(p)
a 为对应配置点的积分权系数。
于是无限维的多阶段最优控制问题 POCP被转化

为有限维非线性规划问题 PNLP,PNLP可简写为

PNLP:
min JNLP

s. t. hNLPC = [h(1)
NLP,…,h(p)

NLP,…,h(p)
NLP] T ≤ 0{

(31)
式中: h(p)

NLP为非线性规划问题(NLP)第 p 阶段约束

函数向量, hNLPC为 NLP 的约束函数集合。
标准化后的非线性规划问题 PNLP可采用序列二

次规划求解器 SNOPT 求解。

3　 协同弹道规划算法

3. 1　 单阶段弹道规划问题描述

由多阶段最优控制问题与多阶段弹道规划模型

的论述可知,制导炮弹的第 kp 阶段并不一定和最优

控制问题的第 p 阶段对应,具体关系需要根据算法

所采用的架构确定。
为方便后续对算法的描述,在这里先简化单阶

段弹道规划问题的描述。 设 f(kp)c,ip 为第 ip 发制导炮

弹第 kp 阶段约束函数向量,则第 ip 发制导炮弹的第

kp 阶段的弹道优化问题可表示为

P(kp)
ip : 　 　 　 　

min J(kp)
ip

s. t. f (kp)
c,ip ≤ 0{ (32)

3. 2　 协同弹道规划算法

协同弹道规划算法按照求解时是否分开求解各

自弹道可分为分布式和集中式架构,对应的弹道规

划算法分别为分布式协同弹道规划算法(D-CTPM)
和传统集中式协同弹道规划算法(TC-CTPM),本文

分析两种算法的不足,提出一种增广集中式协同弹

道规划算法(AC-CTPM)。
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图 3 为 D-CTPM 算法流程示意图,图 4 为 TC-
CTPM 算法和本文所提 AC-CTPM 算法流程示意图。
接下来将详细介绍 3 种算法并分析两种传统方法的

缺点以及本文所提方法的优点。

图 3　 分布式算法架构

Fig. 3　 Distributed algorithm architecture

图 4　 集中式算法架构

Fig. 4　 Centralized algorithm architecture

3. 2. 1　 分布式协同弹道规划算法

如图 3 所示,D-CTPM 算法可描述为一个 3 层

式结构,分别为飞行时间预测层、协同时间获取层和

协同轨迹输出层[20]。 在 D-CTPM 算法的每一层,每
一发制导炮弹的方案弹道都单独规划,第 ip 发制导

炮弹的弹道规划问题以多阶段最优控制问题的形式

可以表示为

min JOCP = ∑
5

kp = 1
J(kp)
ip

s. t. hOCPC = [h(1)
OCP h(2)

OCP h(3)
OCP h(4)

OCP h(5)
OCP]

T ≤ 0

　 　 h(p)
OCP = f (kp)

c,ip , (p = kp = 1,…,5)

　 　 L ip = 0

(33)
式中:L ip为第 ip 发制导炮弹的连续性约束函数向

量。 可以看出,第 ip 发制导炮弹的 5 个阶段弹道规

划问题可以由第 ip 发制导炮弹的 5 个阶段的弹道

优化问题按序组合,最后增加连续性约束即可构成

5 个阶段最优控制问题。 参考文献[4],分布式算法

的协同时间常采用预测时间的平均值,即

t∗ =
∑
np

ip = 1
t(5)f,ip

np
(34)

3. 2. 2　 传统集中式协同弹道规划算法

如图 4 左半流程图所示,TC-CTPM 算法在一个

阶段内联立所有制导炮弹的动态方程[19], np 发制

导炮弹的 5 个阶段弹道规划问题联立后成为一个

5 个阶段协同弹道规划问题,通过一次求解获得协

同方案弹道。 采用 TC-CTPM 算法,np 发制导炮弹

协同弹道规划问题按照最优控制问题的形式可写

作:

min JOCP = Jcol = ∑
np

ip =1
∑

5

kp =1
J(kp)
ip

s. t. hOCPC = [h(1)
OCP,…,h(p)

OCP,…,h(5)
OCP]T ≤ 0

　 　 h(p)
OCP = [f (p)

c,1 ,…, f(p)c,ip,…, f(p)c,np
]T, (p = 1,…,5)

　 　 Lip = 0,(ip = 1,…,np)

(35)
TC-CTPM 算法的协同时间为第 5 阶段终止时

间,即
t∗ = t(5)f (36)

3. 2. 3　 增广集中式协同弹道规划算法

由式(34)可知,D-CTPM 的协同时间是通过平

均值法求得,该协同时间不是通过优化迭代获取,难
以保证是最优协同攻击时间。

TC-CTPM 算法是在伪谱法的每一阶段内联立

多发制导炮弹的动态方程,建模方式和求解单发制

导炮弹的多阶段弹道规划问题相似,只是增加了伪

谱法每一阶段内的变量和约束,这种处理方式简单

且容易理解。 该算法在求解单阶段且同时发射同时

弹着弹道规划问题时效果较好,但规划 5 个阶段的
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滑翔增程制导炮弹协同方案弹道时会存在不足,这
是因为传统集中式协同算法架构默认包含了 np 发

制导炮弹各阶段初末时间等式约束,即
t(kp)0,1 = t(kp)0,2 = … = t(kp)0,np

t(kp)f,1 = t(kp)f,2 = … = t(kp)f,np
{ ,(kp = 1,…,5)

(37)
显然这些约束对于制导炮弹协同弹道规划问题

来说属于冗余约束,可以预见,这些冗余的时间约束

会影响协同方案弹道的协同性能指标。 此处,冗余

的初末时间等式约束导致传统 TC-CTPM 算法对作

战任务场景适用性降低,其只能求解同时发射同时

弹着弹道规划问题,无法求解如按序列时间发射或

序列时间弹着等非同时发射以及非同时弹着弹道规

划问题。
为了克服分布式算法和传统集中式算法的上述

缺点,本文提出一种增广集中式协同弹道规划算法

(AC-CTPM),其算法流程如图 4 的右半图所示。
采用 AC-CTPM 算法, np 发制导炮弹协同弹道

规划问题按照最优控制问题的形式可写作:

min JOCP = Jcol = ∑
np

ip =1
∑

5

kp =1
J(kp)
ip

　 　 s. t. hOCP = [h(1)
OCP,…,h(p)

OCP,…,h(5np)
OCP ]T ≤ 0

h(p)
OCP = f (kp)

c,ip ,
(kp =1,…,5;ip =1,…,np;p =kp +5(ip -1))
L ip = 0,( ip = 1,…,np)

(38)
可以看出 AC-CTPM 算法中,最优控制问题一

个阶段内仅包含一发制导炮弹的一个阶段, np 发制

导炮弹协同弹道规划问题被扩展成一个 5np 阶段最

优控制问题。 增广集中式算法的协同时间为

t∗ = t(p)f ,(p = 5,10,…,5np) (39)
本文提出的 AC-CTPM 算法可以令协同攻击时

间为 Radau 伪谱法中的一个静态变量,即令 s =
[ t∗] ,从而通过优化获得协同攻击时间。 理论上,
AC-CTPM 算法通过最优化获得的协同时间比

D-CTPM算法采用求平均值获得的协同时间更理想。
相比传统 TC-CTPM 算法,本文提出的 AC-CTPM 算

法为每一发制导炮弹的每一飞行阶段都分配了初末

时间变量,时间约束可按照任务场景的需求设置,理
论上可处理制导炮弹能力范围内的任意时间序列发

射任意时间序列弹着的协同弹道规划问题,自然也

包括传统 TC-CTPM 算法能求解的问题范围,从集合

的角度上来说,传统 TC-CTPM 算法能解决的问题为

本文所提 AC-CTPM 算法一个子集。

3. 2. 4　 协同弹道规划问题初始预测值获取算法

集中式算法架构建立的协同攻击弹道规划问题

变量数量庞大,问题复杂度较高,较差的初始预测值

可能导致问题求解困难,求解耗时长,甚至出现求解

失败的情况。 为提高本文 AC-CTPM 算法的求解效

率,本文提出一种初始预测值获取算法,为协同弹道

规划问题提供更理想的初始预测值。 该初始预测值

获取算法作为 AC-CTPM 算法的一部分,初始值获

取耗时计入 AC-CTPM 算法对整个协同弹道规划问

题的求解耗时。
采用伪谱法可以快速有效地规划出简化的 2D

方案弹道,从变分学角度来看,该 2D 方案弹道就在

3D 协同方案弹道的邻域内,求解器只需要对 2D 方

案弹道做较少的调整就能快速收敛到最优化的 3D
协同方案弹道。 由于每发制导炮弹方案弹道的初始

预测弹道获取方式相似,这里仅讨论一发制导炮弹

初始预测弹道获取方法。
首先根据每发制导炮弹发射点位置和目标点位

置,建立一个新的地面坐标系 O1 - x1y1 z1,其中 O1

位于炮弹发射点,O1 - x1 轴为弹道面和水平面的交

线,O1 - y1 竖直向上,O1 - z1 轴由右手定则确定。
在弹道面 O1 - x1y1 内快速规划出 2D 方案弹道,然
后将 2D 方案弹道扩展成 3D 方案弹道并转换回原

地面坐标系中 O - xyz。
由式(1)、(2)可以看出,在 O1 - x1y1 面内中规

划初始预测方案弹道相比在原 3D 地面坐标系中可

以减少两个状态变量 ψv 和 z 以及一个控制变量 β,
问题变量减少了 1 / 3,这可以极大减少问题求解

耗时。
新地面坐标系 O1 - x1y1 z1 可以看作是由原地面

坐标系 O - xyz 绕 O - y 轴旋转 ψ,然后平移得到,如
图 5 所示。

图 5　 坐标转换示意

Fig. 5　 Coordinate conversion diagram

初始时刻弹目距离为
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Rpt0 = (xt - x0) 2 + ( zt - z0) 2 (40)
在新地面坐标系中,制导炮弹位于新坐标系原

点(0,0,0),目标坐标为(Rpt0,0,0)。
新地面坐标系是在原地面坐标系基础上增加下

标“1”,同理,原弹道规划模型各标量增加下标“1”
表示新坐标系下弹道规划模型,于是可以假设,在新

坐标系中规划得到的 2D 方案弹道为

x1 = [v1 θ1 x1 y1 m1] T

u1 = α1
{ (41)

在新地面坐标系 O1 - x1y1 z1 中, 2D 方案弹道

扩展为 3D 方案弹道为

x1 = [v1 θ1 ψv1 x1 y1 z1 m1] T

u1 = [α1 β1] T

ψv1 = 0
z1 = 0
β1 = 0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(42)

原地面坐标系到新地面坐标系的转换关系为
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(43)

反之,新地面坐标系到原地面坐标系的转换关

系为

x
y
z
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(44)

假设初始位置和目标都在水平地面上,则 y0 =
0。 所以新坐标系到原坐标系的转换关系可以简

化为

x = x1cos ψ + x0

y = y1

z = - x1sin ψ + z0

ì

î

í

ïï

ïï
(45)

新坐标系相对原坐标系旋转了一个方位角 ψ,
于是新坐标系中的 2D 方案弹道映射到原坐标系中

时的弹道偏角为一个恒定值,即
ψv ≡ ψ (46)

很显然,地面坐标系绕 O - y 轴的旋转不会改

变弹道倾角,即
θ = θ1 (47)

地面坐标系的旋转和平移也不会影响制导炮弹

的动力学变量,即
v = v1
m = m1

α = α1

β = β1

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(48)

综上所述,在新地面坐标系中规划的 2D 方案

弹道转换到原地面坐标系扩展成 3D 初始预测弹道

的转换关系式(42)、式(45) ~式(48)。

4　 仿真和分析

本文以某火箭助推滑翔增程制导炮弹为仿真对

象。 首先采用本文所提 AC-CTPM 算法对单炮多发

同时弹着协同弹道规划问题进行求解,以验证其有

效性。 然后分别采用本文所提 AC-CTPM 算法,传
统的 D-CTPM 算法和 TC-CTPM 算法对多炮单发制

导炮弹同时弹着协同弹道规划问题进行求解,对
3 种算法的仿真结果进行对比分析,以验证本文所

提 AC-CTPM 算法的优越性。
4. 1　 仿真参数设置

滑翔制导炮弹出炮口初速为 800m / s ;气动参

数由风洞吹风试验获得;大气模型采用美国 1976 标

准大气模型;令 θfU = - 30 ° , vfL = 200 m / s ,助推火

箭工作时长为 14. 068 s 。 其他参数见表 1 ~ 3。 仿

真采用一台搭载英特尔 i7-8700k@ 3. 7 GHz 处理器

的计算机,仿真软件为 matlab。

表 1　 制导炮弹参数

Tab. 1　 Parameters of guided projectile

m0 / kg mc / (kg·s - 1) F∗
p / N S / m2 ε / ( °) Rs / m

51. 73 0. 482 1 219. 2 0. 013 3 15 5 000

表 2　 弹道变量的上、下边界

Tab. 2　 Upper and lower bounds of ballistic variables

边界 v / (m·s - 1) θ / ( °) ψv / ( °) x / km y / km

上界 800 90 90 100 50

下界 200 - 90 - 90 0 0

边界 z / km m / kg α / ( °) β / (°) t / s

上界 100 51. 73 15 15 300

下界 - 100 44. 50 - 15 - 15 0

表 3　 各阶段持续时长的上、下边界

Tab. 3　 Upper and lower bounds of the duration of each phase s

边界 t(1)d t(2)d t(3)d t(4)d t(5)d

上界 300 14. 068 300 300 300

下界 1 14. 068 5 0 0

4. 2　 算例 1:单炮多发制导炮弹协同攻击一个目标

本文仿真场景为一门炮按照一定时间序列依次

发射 5 发制导炮弹按照指定方位角同时弹着攻击

(50 km,0,0)处的目标,具体仿真参数见表 4。
仿真结果如图 6 和表 5 ~表 7 所示。
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表 4　 单炮多发制导炮弹协同仿真参数

Tab. 4 　 Simulation parameters of cooperative single-gun
multiple-firing

炮弹 t(1)0 / s (x0,y0,z0) / km (xt,yt,zt) / km ψ(5)
vf / ( ° )

1 0 (0,0,0) (50,0,0) 30

2 10 (0,0,0) (50,0,0) - 30

3 20 (0,0,0) (50,0,0) 15

4 30 (0,0,0) (50,0,0) - 15

5 40 (0,0,0) (50,0,0) 0

表 5　 最优化末制导起始点

Tab. 5　 Optimal starting point of terminal guidance phase
m

炮弹 末制导起始点 RMT

1 (45 638. 591,1 721. 321, - 1 736. 424) 5 000. 000

2 (45 630. 226,1 687. 980, 1 748. 083) 5 000. 000

3 (45 395. 825,1746. 276, - 867. 232) 5 000. 000

4 (45 552. 895,2 146. 749, 784. 046) 5 000. 000

5 (45 671. 491,2 502. 800, 0) 5 000. 000

图 6　 单炮多发制导炮弹同时弹着优化结果

Fig. 6　 Optimization results of single-gun multiple-firing hit simultaneously
表 6　 射角最优解

Tab. 6　 Optimal solution of firing angle (°)

炮弹 θ0 ψv0

1 71. 834 5. 527

2 69. 453 - 5. 067

3 67. 004 2. 317

4 62. 564 - 1. 994

5 52. 963 0

表 7　 时间节点最优解

Tab. 7　 Optimal solution of time nodes s

炮弹 t(1)f t(2)f t(3)f t(4)f t(5)f

1 25. 259 39. 327 44. 327 166. 736 187. 358

2 35. 088 49. 156 54. 156 167. 818 187. 358

3 44. 420 58. 488 63. 488 168. 948 187. 358

4 52. 760 66. 828 71. 828 170. 018 187. 358

5 52. 436 66. 504 71. 504 170. 550 187. 358
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由图 6(a)、(e)、( f)、(g)、(h)可知,制导炮弹

的前 3 个飞行阶段为无控段,依次间隔 10 s 发射的

5 发制导炮弹在不同的纵向面内飞行,直至滑翔段

起始点。 控制舵开启后,制导炮弹产生攻角和侧滑

角,从而产生纵向控制力和侧向控制力,调整制导炮

弹的弹道,最终以预定的攻击方位角同时命中目标。
由图 6(a)、(e)、 (g)和表 6、7 可知,依次间隔

10 s 发射的 5 发制导炮弹,所需飞行时间越长的制

导炮弹发射角越大,获得的射高也更高,这是由于较

大的射角可以将动能转换为重力势能,更高的射高

也有利于延长制导炮弹下降过程中的飞行时间。 由

图 6(a)、(f)、(h)和表 6、7 可知,依次间隔 10 s 发

射的 5 发制导炮弹以不同的方位角发射,越早发射

的制导炮弹发射方位角的绝对值越大,这是由于在

合理范围内,偏离弹道面的发射方位角越大,制导炮

弹侧向运动距离越大,越有利于获得更大的飞行时间。
由图 6(d)可知,制导炮弹的速度在出炮口后的

第 1 阶段速度快速减小,在第 2 阶段速度又快速增

大这是由于制导炮弹在第 1 阶段刚出炮口,制导炮

弹速度较大,气动阻力较大,此外还有部分动能转换

为重力势能,造成第 1 阶段速度快速减小,而在第 2
飞行阶段,助推火箭点火提供轴向推力,使制导炮弹

的速度快速增大。
由图 6(b)、(c)可知,在末制导段,5 发制导炮

弹的弹目连线相对导引头基准轴在高低和方位两个

方向的偏差角都小于导引头视场角,满足导引头视

场角约束。 由表 5 可知,5 发制导炮弹末制导起始

点与目标的距离 RMT和导引头最大探测距离 Rs 相等,
满足本文建立的末制导起始点约束。 由图 6(d)、(e)
可知,这一组制导炮弹的末速度都大于 200 m / s,末
弹道倾角小于 - 30°,满足预先规定的末速度和末弹

道倾角约束。 此外,由图 6(g)、(h)可知,作为控制

量的攻角和侧滑角满足其上、下界限约束。
综上所述,本文所提 AC-CTPM 算法规划的协同

方案弹道,依次间隔 10 s 发射的 5 发制导炮弹以预定

的攻击方位角同时命中目标,实现了预定的协同攻击

方式,证明了本文所提 AC-CTPM 算法的有效性。
4. 3　 算例 2:多炮单发制导炮弹协同攻击一个目标

为验证本文所提 AC-CTPM 算法的优越性,本
文分别采用 AC-CTPM 算法和传统 D-CTPM 算法以

及传统 TC-CTPM 算法进行仿真对比分析。 由于传

统 TC-CTPM 算法受时间节点等式约束的限制,只能

规划同时发射同时弹着弹道规划问题,所以本文针

对的任务场景为从不同位置的多门炮对同一地点的

静止目标进行同时发射同时弹着协同攻击,具体仿

真参数见表 8。
表 8　 多炮单发制导炮弹协同仿真参数

Tab. 8 　 Cooperative simulation parameters of multiple-gun
single-firing

炮弹 t(1)0 / s (x0,y0,z0) / km (xt,yt,zt) / km ψ(5)
vf / ( ° )

1 0 (5,0,0) (50,0,0) —

2 0 (0,0,5) (50,0,0) —

3 0 (0,0,10) (50,0,0) —

4 0 (5,0, - 5) (50,0,0) —

5 0 (0,0,0) (50,0,0) —

　 注:“—”表示不对攻击方位角作约束。

分别选取表 8 中前 2 发、前 3 发、前 4 发以及全

部 5 发制导炮弹仿真参数进行仿真。 仿真结果如图 7、
8 和表 9 ~ 12 所示(由于弹道模型和任务场景相同,
3 种算法规划的方案弹道相似度较高,考虑文章篇

幅,仅展示 5 发制导炮弹任务场景下的协同方案弹

道,且传统 D-CTPM 算法以及传统 TC-CTPM 算法仅

展示飞行轨迹)。 图 7 为 3 种算法规划的 3D 协同

飞行轨迹,其中 O - xz 平面内的曲线为飞行轨迹的

俯视图。 图 8 为 AC-CTPM 算法规划的协同飞行参

数。 表 9 ~表 11 为 3 种算法优化出的最优化时间

节点。 表 12 为分别采用 3 种算法规划协同方案弹

道得到的协同目标函数值以及对问题的求解耗时。

图 7　 协同飞行轨迹

Fig. 7　 Cooperative flight trajectory
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图 8　 AC-CTPM 同时弹着优化结果

Fig. 8　 Optimization results for simultaneous impact by AC-CTPM

表 9　 D-CTPM 时间节点最优解

Tab. 9　 Optimal solution of time nodes by D-CTPM s

炮弹 t(1)f t(2)f t(3)f t(4)f t(5)f

1 23. 536 37. 604 42. 604 129. 740 145. 009

2 7. 303 21. 371 26. 371 127. 926 145. 009

3 6. 412 20. 480 25. 480 128. 097 145. 009

4 23. 369 37. 437 42. 437 129. 604 145. 009

5 7. 752 21. 820 26. 820 127. 870 145. 009

表 10　 TC-CTPM 时间节点最优解

Tab. 10　 Optimal solution of time nodes by TC-CTPM s

炮弹 t(1)f t(2)f t(3)f t(4)f t(5)f

1 20. 365 34. 433 39. 433 136. 430 153. 043

2 20. 365 34. 433 39. 433 136. 430 153. 043

3 20. 365 34. 433 39. 433 136. 430 153. 043

4 20. 365 34. 433 39. 433 136. 430 153. 043

5 20. 365 34. 433 39. 433 136. 430 153. 043

表 11　 AC-CTPM 时间节点最优解

Tab. 11　 Optimal solution of time nodes by AC-CTPM s

炮弹 t(1)f t(2)f t(2)f t(4)f t(5)f

1 25. 146 39. 214 44. 214 136. 046 151. 791

2 18. 959 33. 027 38. 027 135. 010 151. 791

3 14. 650 28. 718 33. 718 134. 895 151. 791

4 24. 990 39. 058 44. 058 135. 942 151. 791

5 20. 283 34. 351 39. 351 135. 023 151. 791

由图 7 和表 9 ~ 表 11 可知,3 种算法均实现了

算例 2 预定的多炮单发制导炮弹协同攻击。 对比可

以发现,3 种算法规划的飞行轨迹相似度较高,这是

由于 3 种算法针对同样的算例场景且采用同一制导

炮弹模型。 由图 8 可知,发射平台在发射前调整方

位角对准了目标,每发制导炮弹发射后全程弹道偏

角固定不变,侧滑角都保持为零,这有利于实现控制

能量最优。 在滑翔段和末制导段仅提供攻角控制

量,调整制导炮弹飞行轨迹,使其在满足约束条件的
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前提下完成协同攻击任务。
由表 9 ~ 表 11 可知,传统 TC-CTPM 算法规划

的方案弹道,每发制导炮弹各阶段切换时间相同,而
传统 D-CTPM 算法和本文所提 AC-CTPM 算法规划

的方案弹道各阶段切换时间不同。 这是由于传统

TC-CTPM 算法在 Radau 伪谱法的每一阶段内联立

多发制导炮弹的弹道模型,即每发制导炮弹共用了

初末时间变量,因此每发制导炮弹的各阶段切换时

间点必定相等,而传统 TC-CTPM 算法和本文所提

AC-CTPM 算法中 Radau 伪谱法的每一阶段仅包含

一发制导炮弹的一个飞行阶段,没有多发制导炮弹

共用初末时间变量的情况,因此,除了飞行终止时间

相同外,这两种算法优化的切换时间点各制导炮弹

都不同。
由表 12 可知,传统 D-CTPM 算法规划 4 发制导

炮弹算例的目标函数明显偏离正常值。 经检验发

现,由 D-CTPM 算法协同时间计算式(34)确定的

4 发制导炮弹协同飞行时间为 143. 662 s,然而分别

规划 4 发制导炮弹的最短飞行时间方案弹道可知,
第 3 发制导炮弹的最短飞行时间为 149. 229 s,即第

3 发制导炮弹无法满足协同时间约束,所以传统 D-
CTPM 算法规划的 4 发制导炮弹协同方案弹道无

效。 然而,AC-CTPM 算法不存在异常值,这说明本

文所提 AC-CTPM 算法的普适性比传统 D-CTPM 算

法强。
分别采用 3 种算法规划协同方案弹道,随着协

同攻击炮弹数目的增加,协同目标函数增大。 随着

问题复杂度增加,问题求解耗时遵循增大的趋势。
值得注意的是,表 12 中 D-CTPM 算法规划 2 发制导

炮弹算例的求解耗时却比 3 发制导炮弹的算例求解

耗时多,AC-CTPM 算法规划 4 发制导炮弹算例的求

解耗时却比 3 发制导炮弹的算例求解耗时少,这是

由于问题求解耗时不仅受问题复杂度影响,还与求

解器迭代收敛路径有关。
表 12　 目标函数值和问题求解耗时

Tab. 12　 Target function value and problem solving time

算法
2 发制导炮弹 3 发制导炮弹 4 发制导炮弹 5 发制导炮弹

Jcol 耗时 / s Jcol 耗时 / s Jcol 耗时 / s Jcol 耗时 / s

D-CTPM 4. 393 435. 413 9. 404 115. 055 734. 884 132. 125 13. 819 834. 670

TC-CTPM 3. 504 74. 739 5. 936 133. 597 7. 448 180. 020 9. 505 414. 679

AC-CTPM 3. 301 10. 322 5. 691 38. 283 7. 044 32. 770 9. 036 41. 083

　 　 由表 12 可知,AC-CTPM 算法相比于传统 TC-
CTPM 算法,目标函数平均减小 5. 07%; 相比 D-CTPM
算法,目标函数值减小 32. 98% 。 并且,本文所提

AC-CTPM 算法相比传统 TC-CTPM 算法,问题求解

耗时减少 86. 48% ;相比 D-CTPM 算法,问题求解耗

时减少 82. 36% 。 即,相比传统 TC-CTPM 算法和

D-CTPM算法,本文所提 AC-CTPM 算法以更低的时

间成本求得了更优的性能指标,即规划出了更理想

的方案弹道,这验证了本文所提 AC-CTPM 算法的

优越性。

5　 结　 论

1)本文所提 AC-CTPM 算法规划的协同方案弹

道满足制导炮弹自身性能约束以及协同任务约束,
验证了 AC-CTPM 算法的有效性。

2)传统 TC-CTPM 算法仅能求解同时发射同时

攻击弹道规划问题,而 AC-CTPM 算法发射时间和

攻击时间可自由指定,即本文所提 AC-CTPM 算法

对任务场景普适性比传统 TC-CTPM 算法强。
3)相比传统 D-CTPM 算法,AC-CTPM 算法的协

同时间变量不是固定值,这导致 AC-CTPM 算法的

任务场景普适性比传统 D-CTPM 算法强。
4)采用本文所提 AC-CTPM 算法规划的协同方

案弹道,相比传统 TC-CTPM 算法,目标函数值平均

减小 5. 07% ;相比传统 D-CTPM 算法目标函数值减

小 32. 98% 。
5)本文所提 AC-CTPM 算法相比传统 TC-CTPM

算法,问题求解耗时减少 86. 48%;相比传统 D-CTPM
算法,问题求解耗时减少 82. 36% 。

6)综上所述,本文所提 AC-CTPM 算法任务场

景普适性强,其规划的协同方案弹道相比传统 TC-
CTPM 算法和传统 D-CTPM 算法,性能指标更好,规
划耗时更短,验证了本文所提算法的有效性和优越

性。 此外,本文所提 AC-CTPM 算法成功地将制导

炮弹协同弹道规划问题的求解耗时降低到 50 s 之

内,理论上,由 matlab 代码改用计算效率更高的 C
语言,问题求解耗时将进一步大幅下降,这对实战中

进行工程应用具有一定现实意义。
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