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非圆齿轮行星轮系非线性动力学特性分析

董长斌,李龙坤,刘永平
(兰州理工大学 机电工程学院,兰州 730050)

摘　 要: 为解决非圆齿轮行星轮系动力学模型不完善、非线性动力学特性难以获取等问题,提出了一种非圆齿轮行星轮系动

力学建模方法,并聚焦于时变参数激励下系统的动态响应机制,对非圆齿轮行星轮系非线性动力学特性进行研究。 为精确分

析系统非线性振动,对非圆齿轮齿侧间隙函数进行了拟合,在综合考虑齿面摩擦、时变啮合刚度、黏弹性阻尼、静态传递误差

的基础上,通过引入相对位移坐标消除非线性方程的变量耦合。 在此基础上,建立非圆齿轮行星轮系传动系统的动力学模

型,并利用四阶变步长 Runge-Kutta 数值方法对系统非线性动力学方程组进行求解。 获取了分岔图、时域图、相轨迹以及

Poincaré 映射,得到阻尼、齿面摩擦、时变啮合刚度等控制参数激励下系统的动态响应分布规律。 结果表明:随各激励参数取

值不同,系统呈现出混沌和周期运动相互过渡状态;合理选取激励参数,可减小系统在混沌与周期运动之间的时间间隔,快速

进入稳定运动状态。 研究成果可为抑制非圆齿轮行星轮系传动系统非线性振动、预测系统的动力学行为提供理论依据。
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Analysis of nonlinear dynamic characteristics of
non-circular planetary gear systems

DONG Changbin, LI Longkun, LIU Yongping

(School of Mechanical and Electrical Engineering,Lanzhou University of Technology,Lanzhou 730050,China)

Abstract: To solve the problems of imperfect dynamic model and difficulty in obtaining nonlinear dynamic
characteristics of non-circular planetary gear systems, a dynamic modeling method of non-circular planetary gear
systems is proposed. The focus is on the dynamic response mechanism of the system under time-varying parameter
excitation, aiming to study the nonlinear dynamic characteristics of non-circular planetary gear systems. In order to
accurately analyze the nonlinear vibration of the system, the backlash function of non-circular gear is fitted. By
considering the combined effects of tooth surface friction, time-varying meshing stiffness, viscoelastic damping and
static transfer error, the variable coupling of nonlinear equations is eliminated by introducing relative displacement
coordinates. On this basis, the dynamic model of non-circular planetary gear systems is established, and the fourth-
order variable step Runge-Kutta numerical method is used to solve the nonlinear dynamic equations of the system.
Bifurcation diagram, time domain diagram, phase trajectory and Poincaré map are obtained to reveal the
distribution pattern of system’s the dynamic response under the influence of control parameters such as damping,
tooth surface friction and time-varying meshing stiffness. The results show that with the different values of excitation
parameters, the system presents a transition state between chaotic and periodic motion depending on the values of
various excitation parameters. By selecting appropriate excitation parameters, the time interval between chaos and
periodic motion can be reduced, leading to a quicker transition to a stable motion state. The research results can
provide a theoretical basis for suppressing nonlinear vibrations of non-circular planetary gear systems and predicting
the dynamic behavior of the system.
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　 　 非圆齿轮是在圆柱齿轮的基础上衍生而来的,
可实现变传动比传动。 鉴于其特殊的传动形式,非

圆齿轮主要应用于低速、大扭矩场合,例如:包装机、
插秧机、抽油机和液压马达等[1]。 Burrows 等[2] 在



飞虱的幼体后腿近端关节处发现一种非圆齿轮机

构,通过此机构使飞虱达到快速跳跃的目的,可发现

非圆齿轮具有其优越性。 由非圆齿轮副组合形成的

非圆齿轮行星轮系,可实现复杂的特殊运动,例如动

态换向、变速传动等,被广泛应用于农业、航天、医疗

等领域[3]。
非圆齿轮行星轮系的动力学特性决定了其应用

特性,而时变啮合角、节曲线以及齿廓的差异性导致

非圆齿轮的动力学模型比圆齿轮更为复杂。 文献

[3 - 5]对齿轮系统的振动与混沌特性进行的探索,
为行星轮系的动力学研究提供了理论依据。 在此基

础上国内外学者开展了对行星轮系动力学特性的研

究,魏静等[6]以 NGW 型行星轮系为研究对象,给出

了其扭转振动模式和全振动模式等典型振型,但忽

略了中心构件的轴间弹性位移。 王鑫等[7] 建立了

含断齿和磨损故障的行星轮系非线性动力学方程,
为考虑复杂因素下的系统动力学分析提供了理论依

据。 Zghal 等[8]提出了一种新的行星轮系动力学建

模方法, 提高了行星轮系动力学建模的效率。
Huang 等[9]对含齿面摩擦的齿轮系统动态性能进行

了研究,优化了含复杂因素系统的动力学建模过程。
文献[10 - 11]在综合考虑时变啮合刚度、齿侧间隙

与综合啮合误差等非线性因素的基础上,建立了行

星轮系的非线性动力学模型,并对齿轮传动系统的

振动特性进行分析,为齿轮传动系统减振降噪提供

了理论依据。
在上述对圆柱齿轮动力学研究的基础上,学者

们开展了对非圆齿轮动力学的初步探索。 刘大伟

等[12]在同时考虑轮齿弹性变形和齿侧间隙等因素

影响下,建立了周期负载的两级非圆齿轮的拍击振

动模型,为非圆齿轮行星轮系扭转模型建立提供了

理论依据。 董长斌等[13] 建立了椭圆齿轮非线性动

力学模型,研究了激励频率等参数对系统动态特性

的影响。 Lin 等[14]对偏心的非圆面齿轮进行了动力

学特性分析。 温芳等[15] 对含齿间摩擦的椭圆齿轮

进行非线性动力学分析,为时变摩擦激励下非圆齿

轮行星轮系动力学模型建立提供一定的理论指导。
上述研究仅对非圆齿轮副系统的动力学特性进

行了研究,而对非圆齿轮行星轮系传动系统动力学

特性的研究尚未见文献刊载。 非圆齿轮行星轮系传

动是一种复杂的耦合转子系统,为消除其服役过程

中的非线性振动,对其进行非线性动力学特性分析

显得尤为重要。 本文在综合考虑齿面摩擦、时变啮

合刚度、齿侧间隙、黏弹性阻尼、静态传递误差的基

础上,通过引入相对位移坐标消除方程耦合,建立非

圆齿轮行星轮系非线性动力学模型,并对其非线性

特性进行研究,以期为非圆齿轮传动系统的减振、动
力学行为预测提供理论依据。

1　 非圆齿轮成形原理

1. 1　 啮合原理

非圆齿轮根据需求导向,通过选择不同基曲线

作为其节曲线。 图 1 为非圆齿轮节曲线,其中:a 为

中心距,A 为长半轴长,c 为半焦距,θ1,θ2 分别为主、
从动轮转角。

图 1　 非圆齿轮节曲线

Fig. 1　 Non-circular gear pitch curve

根据弧长公式与非圆齿轮的节曲线方程的关系

得到以下方程组:

∫2π
0

A(1 - e2)
1 - ecos(Nθ)( )

2
+ d AB(1 - e2)

1 - ecos(Nθ)( ) / dθ( )
2
dθ -

πmz = 0 (1)
式中:e 为椭圆的偏心率,N 为椭圆齿轮的阶数,θ 为

主动轮转角,z 为齿数,m 为模数。 由式(1)可确定

非圆齿轮齿数 z、模数 m,进而获得非圆齿轮的基本

参数。
1. 2　 齿面方程建立

基于非圆齿轮啮合原理及基本参数,通过模拟

展成法加工的方式获取齿面方程,其中,产形齿轮的

齿面方程为[16]

yr(u) =

hf ,3πm4 + hf tan α2≤u≤πm

- 1
tan α1

· u - πm
4( ) ,πm4 - hf tan α1≤u≤πm

4 + hf tan α1

- ha ,πm4 + hf tan α1≤u≤3πm
4 - hf tan α1

1
tan α2

· u -3πm
4( ) ,3πm4 - hf tan α2≤u≤3πm

4 + hf tan α2

hf ,0≤u≤πm
4 - hf tan α1
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(2)
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其矢量表达式为

Rr(u,v) = [u yr(u) v] T (3)
齿条刀具齿面法向量为

nrr(u,v) =
∂ Rr(u,v)

∂u ×
∂ Rr(u,v)

∂v (4)

图 2 为产形运动关系,建立非圆齿轮的固定坐

标系 S0(O0 - x0y0 z0)、非圆齿轮节曲线与工具齿条

接触点坐标系 SR(OR - xRyRzR)以及固定在工具齿

条上的插刀坐标系 Sr(Or - xryrzr)。 通过 S0 - SR -
Sr 坐标系间的坐标变换获取非圆齿轮的齿廓坐标。

图 2　 产形运动关系

Fig. 2　 Production-based motion relationship

坐标系 S0、SR 之间的坐标变换为

M0R(φ) =

nr0 tr0 qr0 0
nr1 tr1 qr1 0
nr2 tr2 qr2 0
0 0 0 1

é
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ê

ù
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ú

(5)

式中:φ 为非圆齿轮转角,nr、tr、qr 为 3 个坐标轴的

单位矢量。
坐标系 SR 和 Sr 之间的坐标变换为

MRr(φ) =

1 0 0 0
0 1 0 Spr(φ)
0 0 1 0
0 0 0 1
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(6)

式中 Spr(φ)为齿条的位移。
根据式(2) ~ (5)得到插刀坐标系到齿轮坐标

系的坐标变换:
M0r(φ) = M0R(φ) MRr(φ) (7)

啮合方程为

M0r(φ) nrr(u,v)· tr(φ) +
dSpr(φ)

dφ( ) = 0 (8)

经式(2) ~ (8)综合,可得非圆齿轮齿面方程

为[16]

REr(φ,u,v) = M0r(φ) Rr(u,v) (9)

1. 3　 模型验证

以无游梁式抽油机换向装置中的 W - W 型非

圆齿轮行星轮系[17]为设计目标,根据齿轮啮合原理

及非圆齿轮齿面方程进行数字化设计,获得齿面数

值模型, 并建立该机构的三维模型如图 3 所示。 表 1
为非圆齿轮行星轮系设计参数。

图 3　 轮系三维建模过程图

Fig. 3　 Process diagram of 3D modeling of gear train

表 1　 非圆齿轮行星轮系设计参数

Tab. 1　 Design parameters of non-circular planetary gear systems

参数 符号 数值

模数 m 4

齿顶高系数 h∗
a 1

顶隙系数 c∗ 0. 25

齿数 z 59

偏心率 e 0. 463 2

齿宽 / mm b 30

节曲线 r r = 98. 178 / (1 - 0. 463 2cos θ)

转动惯量 / (kg·m2) I 0. 105 8

中心距 / mm a 250

主动轮转速 / ( r·min - 1) n1 300

负载转矩 / (N·m) TL 30

为验证齿面方程以及轮系设计的合理性,利用

Adams 对其进行了动力学仿真,得到输出摆角和输

出角加速度幅值曲线如图 4 所示。 由图 4(a)输出

摆角可知,当输入轴以匀角速度朝一个方向连续转

动时,输出轴作往复摆动,满足机械式无切换换向装

置的设计要求。 由图 4(b)可知角加速度有剧烈波

动现象,这表明,在非圆齿轮行星轮系运转过程中产

生了冲击与振动,这主要由非圆齿轮齿廓差异性和

齿侧间隙时变性所造成的。
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图 4　 非圆齿轮行星轮系运动仿真

Fig. 4　 Motion simulation of non-circular planetary gear systems

2　 非圆齿轮行星轮系动力学模型建模

及参数计算

　 　 为探究非圆齿轮行星轮系在运转过程中的振动

及动力学特性,在综合考虑时变啮合刚度、齿侧间

隙、静态传递误差、黏弹性阻尼以及动态激励等因素

后建立了如图 5 所示的非圆齿轮行星轮系扭转动力

学模型。
2. 1　 动力学模型建立

考虑到非线性微分方程组含有大量位移耦合

项,造成非线性微分方程组求解困难。 为消除位移

耦合影响,引入相对位移坐标:

xspi = rbspi(θpi + θH) + rbsθH - espi( t
-)

xcpi = rbcpi(θpi + θH) + rbc(θH - θc) - espi( t
-)

{
(10)

根据相对位移坐标及轮系啮合原理,推导出其

非线性动力学程组:

图 5　 非圆齿轮行星轮系扭转动力学模型

Fig. 5　 Torsional dynamic model of double planet row non-circular gear transmission systems

　 　

IpHθ
··
H = TH

mp1x
··
sp1 + τ1(csp1x

·
sp1 + ksp1f(xsp1)) +

τ3(ccp1x
·
cp1 + kcp1f(xcp1)) = - mp1e

··
sp1( t

-)

mp2x
··
sp2 + τ2(csp2x

·
sp2 + ksp2f(xsp2)) + 　 　 　 　 　 　 　 　 (11)

τ4(ccp2x
·
cp2 + kcp2f(xcp2)) = - mp2e

··
sp2( t

-)

mc(x
··
cp1 + x

··
cp2) + τ3(ccp1x

·
cp1 + kcp1f(xcp1)) +

τ4(ccp2x
·
cp2 + kcp2f(xcp2)) =

Tc

rc
- mc(e

··
cp1( t

-) + e
··
cp2( t

-))

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
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式中:xspi、xcpi( i = 1,2)分别为固定太阳轮与行星轮、
输出太阳轮与行星轮沿啮合线方向的相对位移,下
标含 b 的参量为其基圆半径;IpH为行星架和行星轮

总的转动惯量;mpi( i = 1,2)、mc 分别为行星轮和输

出太阳轮质量;cspi、ccpi、kspi、kcpi( i = 1,2)分别为固定

太阳轮与行星轮、输出太阳轮与行星轮之间的啮合

阻尼和时变啮合刚度;Tc 为输出太阳轮和负载转矩

之和。 将式(11)转化成矩阵形式为

MX
··
+ CX· + KY = F (12)

令 mpH =
IPH
R2

H
,FH =

TH

RH
,F =

Tc

rc
,xH = θHRH,则式中

各向量矩阵和参数矩阵可表示为:

X =

xH

xsp1

xsp2

xcp1

xcp2
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Y =

xH

f(xsp1)
f(xsp2)
f(xcp1)
f(xcp2)
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M =

mpH

mp1

mp2

mc

mc
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C =

0
0
0
0
0

0
τ1csp1
0
0
0

0
0

τ2csp2
0
0

0
τ3ccp1
0

τ3ccp1
0

0
0

τ4ccp2
0

τ4ccp1
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K =

0
0
0
0
0

0
τ1ksp1

0
0
0

0
0

τ2ksp2

0
0

0
τ3kcp1

0
τ3kcp1

0

0
0

τ4kcp2

0
τ4kcp2
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F =

FH

- mp1e
··
sp1( t

-)

- mp2e
··
sp2( t

-)

F - mce
··
cp1( t

-)

F - mce
··
cp2( t

-)
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=

FH

0
0

F

F
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0

mp1e
··
sp1( t

-)

mp2e
··
sp2( t

-)

mce
··
cp1( t

-)

mce
··
cp2( t

-)
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(13)
式中: 摩擦系数函数 τ j = 1 + λ jμ,其中 λ i 为方向函

数,μ 为摩擦因数。
进行无量纲化简化可得:

　 　 　 　 X
··
+ ClX

· + KlY = Fl (14)

Cl =

0
0
0
0
0

0
ξ1
0
0
0

0
0
ξ2
0
0

0
ξ3
0
ξ3
0

0
0
ξ4
0
ξ4
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+ μ

0
0
0
0
0

0
λ1ξ1
0
0
0

0
0

λ2ξ2
0
0

0
λ3ξ3
0

λ3ξ3
0

0
0

λ4ξ4
0

λ4ξ4
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Kl = (1 + kacos(ωeht))

0
0
0
0
0

0
1
0
0
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0
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0
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　 　 　 　 　 　 μ

0
0
0
0
0

0
λ1

0
0
0

0
0
λ2

0
0

0
λ3

0
λ3

0

0
0
λ4

0
λ4
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Fl =

FH
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+
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ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

ω2
ehsin(ωeh t) (17)

2. 2　 模型参数计算

2. 2. 1　 啮合刚度及啮合阻尼

由于非圆齿轮齿廓差异性,致使目前没有完整

的非圆齿轮时变啮合刚度数值解的计算方法。 本文

基于 ISO standard 6336 - 1 (2019),采用等效齿数的

变化来表征非圆齿轮副啮合过程中的节曲线半径变

化的方法[18],计算非圆齿轮时变啮合刚度。 则啮合

刚度为:

k = 1
q BCmCR (18)

Ze1 =
2a(1 - k2)[(1 - kcos θ1) 2 + k2sin θ1]

3
2

m (1 - kcos θ1) 3

Ze2 =
2a(1 - k2)[(1 + kcos θ2) 2 + k2sin θ2]

3
2

m (1 - kcos θ2) 3

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(19)

q = 0.047 23 +0.155 10
Ze1

+0.257 91
Ze2

-0.006 35x1 -

0. 116 54x1

Ze1
- 0. 001 93x2 -

0. 241 88x2

Ze2
+

0. 005 29x2
1 + 0. 001 82x2

2 (20)
式中: q 为单位齿宽柔度,Cm为误差修正系数,Ze1、
Ze2为主、从动轮等效齿数, x1、x2为主、从动轮齿廓

修形系数。
由式(18) ~ (20)可计算出非圆齿轮副的时变

啮合刚度,将其拟合成傅里叶展开式形式为

k(t) = km +∑
∞

N =1
[k2Ncos(nωNt) + k2N+1sin(nωNt)]

(21)
式中:km 为平均啮合刚度,k2N、k2N + 1为傅里叶系数。

非圆齿轮的啮合阻尼可表示为:

c = 2ξ k( t)
r2b1
I1

+
r2b2
I2

,ξ = c

2me
km

me

(22)

式中:rb1、rb2分别为轮系中两对啮合的非圆齿轮主、
从动轮基圆半径,ξ 为阻尼比。
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2. 2. 2　 齿面摩擦

由于非圆齿轮在啮合过程中存在齿面摩擦,因
此,在建立非圆齿轮行星轮系动力学模型时,需考虑

摩擦力与摩擦力矩对系统的影响。 齿面摩擦力可表

示为:
F f = λ j μFn (23)

λj =

sgn[Ls1( t
-)ωs - Lsp1( t

-)ωp1], j = 1

sgn[Ls2( t
-)ωs - Lsp2( t

-)ωp2], j = 2

sgn[Lrp1( t
-)ωp1 - Lc1( t

-)ωc], j = 3

sgn[Lrp2( t
-)ωp2 - Lc2( t

-)ωc], j = 4

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(24)

式中 sgn[]为方向函数。
根据齿轮啮合原理与轮齿间的几何关系,可确

定非圆齿轮行星轮系中各轮齿的摩擦力力臂为

Lspi = (ρsp1 +m)2 - (ρspicos α)2 - (ρs + ρspi)sin α +mod(ωpi rt,pb)

Lsi = (ρs +m)2 - (ρscos α)2 - (ρs + ρspi)sin α +mod(ωs rt,pb)

Lci = (ρc +m)2 - (ρccos α)2 - (ρc + ρcpi)sin α +mod(ωc rt,pb)

Lcpi = (ρcp1 +m)2 - (ρcpicos α)2 - (ρc + ρcpi)sin α +mod(ωpi rt,pb)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(25)
式中:L 为摩擦力力臂,ρ 为曲率半径,pb为分度圆齿

距,α 为刀具齿形角。
非圆渐开线直齿轮的齿面法向力为[19]

Fn =
T( t) r21 + r22
r1 a - r1( )cos α (26)

式中 T( t)为从动轮转矩。
综合误差用傅里叶级数表示为

e(t) = em +∑
∞

N =1
[e2Ncos(nωNt) + e2N+1sin(nωNt)]

(27)
式中: em 为平均啮合误差,e2N、e2N + 1为傅里叶系数,
ωN 为啮合频率。
2. 2. 3　 齿侧间隙

齿侧间隙对于非圆齿轮传动系统具有重要作

用,可保证非圆齿轮合理啮合,储存润滑油,形成润

滑油膜,进而减缓磨损。 但齿侧间隙也是造成非圆

齿轮非线性振动的主要因素。 针对非圆齿轮传动系

统而言,啮合具有循序渐进渐退性即齿侧间隙值连

续顺滑变化。 若非圆齿轮传动系统齿侧间隙采用分

段线性函数,将导致计算结果不精确。 为此采用拟

合的方式对其非线性函数进行优化。 齿侧间隙非线

性函数为

f(x( t)) =
x( t) - b, x( t) > b
0, x( t) < b
x( t) + b, x( t) < - b

{ (28)

选取量纲 - 间隙 b = 1,进行多项式拟合计算,
分别采用 5 次、7 次、9 次和 11 次进行拟合。 随着拟

合次数的增大,拟合曲线越来越平缓,拟合多项式相

对于分段线性函数的偏差量也越来越小。
图 6 为量纲 - 间隙函数拟合偏差图,当拟合多

项式次数超过 9 次时,偏差量逐渐趋于稳定。 相比

于 5 次多项式拟合偏差值和 7 次多项式拟合偏差

值,9 次多项式拟合偏差值误差更小且拟合程度更

好。 但次数越高,偏差值振荡现象越剧烈。 9 次多

项式拟合偏差值和 11 次多项式拟合偏差值浮动范

围基本一致,但在区间[ - 1,1]上,11 次多项式拟合

偏差值误差大于 9 次,出现过拟合现象,拟合精度

下降。

图 6　 量纲 -间隙函数拟合偏差

Fig. 6　 Deviation of dimensional-tooth clearance function fitting
deviation

综上所述,9 次拟合多项式已足以反映非圆齿

轮非线性侧隙函数的总体趋势,其拟合效果图如

图 7所示。
结合实际情况与误差对比,采用 9 次拟合多项

式替代齿侧间隙分段函数,其表达式为

f x(t)( ) =0.016 3x9(t) -0.154 8x7(t) +0.470 4x5(t) -
0.332 0x3(t) +0.047 3x(t) (29)

图 7　 间隙函数拟合

Fig. 7　 Clearance function fitting diagram
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3　 参数激励下非圆齿轮行星轮系动态
特性分析

　 　 采用四阶变步长 Runge-Kutta 法对非圆齿轮行

星轮系的微分方程组进行求解,获取了系统的分岔

图、时域图、相平面轨迹和 poincaré 映射,以此来研

究参数激励下非圆齿轮行星轮系的非线性响应特性。
3. 1　 阻尼对系统动态特性的影响

非圆齿轮在啮合过程中由于塑性变形和润滑油

膜会导致能量损耗,这种能量损耗现象被称之为啮

合阻尼。 为探究啮合阻尼对系统动态特性的影响,
分别取不同的阻尼比进行分析。

图 8(a)为啮合方向位移相应随阻尼比变化的

分岔图。 在阻尼比取 0. 1 附近时,啮合方向的位移

相应波动范围急剧减小,系统从混沌运动进入稳定

的拟周期运动。 为进一步研究阻尼比对系统动态特

性的影响,分别取 ξ = 0. 05、ξ = 0. 20 和 ξ = 0. 30,结
果如图 8(b) ~ 8(d)所示。 ξ = 0. 05 时,时序图急剧

波动,相图稍显杂乱,Poincaré 截面图杂乱无章,系
统处于混沌状态。 ξ = 0. 20 时,时序图整体呈规律

波动,相图呈近闭合圆环曲面,Poincaré 截面图有环

形分布趋势,系统处于近拟周期运动状态。 ξ = 0. 30
时,时序图规律波动,相图呈闭合圆环曲面,Poincaré
截面图呈环形分布,系统处于拟周期运动。

由图 8 中时序图变化分析可得,阻尼比对幅值

有一定抑制作用。 阻尼比取较小值时,混沌运动占

主导运动;随阻尼比的增大,系统逐渐处于稳定状

态。 因此,在一定范围内增大阻尼比,可使轮系快速

进入稳定周期运动状态。 由式(18)可知,阻尼与阻

尼比成正比,因此,可利用阻尼比对系统的动态特性

响应规律,指导齿面附加阻尼层设计[20],提高系统

阻尼使轮系运转更加稳定。

图 8　 阻尼比对系统动态特性的影响

Fig. 8　 Impact of damping ratio on system dynamic characteristics

3. 2　 齿面摩擦对系统动态特性的影响

在非圆齿轮啮合的过程中,轮齿间并非纯滚动,
而是啮合中的两齿面呈摩擦滚动状态,因此摩擦对系

统动态特性的影响是不可忽视的。 为探究摩擦对系统

动态特性的影响,就摩擦因数取值不同做了以下研究。
图 9(a)为啮合方向位移相应摩擦因数变化的

分岔图,当摩擦因数增大到 0. 085 时啮合方向位移

发生突变,最大值和波峰值波动范围大幅减小,即系

统运动形式发生改变,由混沌运动状态变化为拟周

期运动状态。 为进一步研究摩擦因数对系统动态特

性的影响,分别取 μ = 0. 01、μ = 0. 12 和 μ = 0. 45,结

果如图 9(b) ~ 9(d)所示。 当 μ = 0. 01 时,相图和

Poincaré 截面图显示系统处于混沌运动状态;当 μ =
0. 12 和 μ = 0. 45 时,相图呈闭合圆环,Poincaré 截面

呈环状分布,系统处于拟周期运动状态。
综上所述,非圆齿轮行星轮系对摩擦因数较为

敏感,当摩擦因数过小,会导致系统表现为混沌 -周

期状态交替存在,且位移响应幅值整体呈递减趋势。
摩擦因数对系统的动态响应规律,可指导非圆齿轮

行星轮系材料、压力角、润滑条件等相关参数的设

计。 由式(26)可知,适当增加压力角可提高齿面法

向力,进而增大系统摩擦力,使系统运转更稳定。
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图 9　 摩擦因数对系统动态特性的影响

Fig. 9　 Impact of friction factor on dynamic characteristics of the system

3. 3　 时变啮合刚度对系统动态特性的影响

通过改变时变啮合刚度系数,可得到刚度激励

下的系统动态响应如图 10 所示。 由图 10( a)分岔

图可知,当 ka > 1. 8 时系统位移幅值急剧波动,出现

分岔现象,系统进入混沌状态。 为进一步研究啮合

刚度系数对动态特性的影响,分别取 ka = 0. 5、ka =

1. 5 和 ka = 1. 9,结果如图 10(b) ~ 10(d)所示。 ka =
0. 5 时,Poincaré 截面图集中在某一区域,系统处于

混沌运动; ka = 1. 5 时, 相图呈闭合环形曲线,
Poincaré 截面图呈环形分布,系统处于拟周期运动;
ka = 1. 9 时,时序图急剧波动,Poincaré 截面图呈散

乱分布,相图杂乱无章,系统处于混沌状态。

图 10　 啮合刚度系数对系统动态特性的影响

Fig. 10　 Impact of mesh stiffness coefficient on dynamic characteristics of the system
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　 　 当啮合刚度系数过大时,系统趋于混沌。 适当

增大时变啮合刚度系数,有利于提高系统稳定性;
根据时变啮合刚度系数对系统的动态响应规律,可
在理论上指导非圆齿轮的节曲线偏心率、齿顶高系

数、压力角等设计参数的选择。 例如,对齿面进行特

殊热处理,增大节曲线偏心率和齿顶高系数等,提高

时变啮合刚度,使非圆齿轮行星轮系平稳运转。

4　 结　 论

1)在阻尼比取值较小时,系统混沌运动占主导

运动,合理增大阻尼比,有利于轮系快速进入稳定周

期运动状态。 阻尼比对系统动态特性响应规律,可
为齿面附加阻尼层设计提供理论依据。

2)非圆齿轮行星轮系对摩擦因数较为敏感,当
摩擦因数较小时,系统表现为混沌 - 周期状态交替

存在,且位移响应幅值整体呈递减趋势。
3)当啮合刚度系数过大时,系统趋于混沌;适

当增大时变啮合刚度系数,有利于提高系统稳定性。
时变啮合刚度系数对系统的动态响应规律,可为工

程试验中扭矩、转速等实际工况条件的选取提供一

定指导。
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