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基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法的卫星轨道转移

燃料最优控制

梅　杰，马广富，杨　博
（哈尔滨工业大学 航天学院，哈尔滨 １５０００１，ｊｍｅｉ＠ｈｉｔ．ｅｄｕ．ｃｎ）

摘　要：以真近点角为自变量，介绍了形式简单的卫星相对运动动力学模型，给出了和真近点角相匹配的性
能指标．利用伪谱法将最优控制问题转化为参数优化问题，以状态转移矩阵为基础给出了仅以初末状态为约
束的最优控制律，然后针对线性化模型，给出了以状态方程为约束的最优控制律．设计的控制律均为解析形
式，不需要利用ＮＰＬ算法进行计算．仿真结果表明设计的控制律是有效的．
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　　燃料消耗是卫星相对轨道转移任务中最为关
注的问题，因为它直接决定了卫星的使用寿命．在
完成任务的同时使燃料最优一直是学者们研究的

热点．关于优化问题的求解主要分为两类：间接法
和直接法．间接法利用极小值原理得到最优控制
的必要条件，进一步得到最优轨迹，但是该方法极

不利于复杂问题的求解，主要因为１）收敛半径过
小，２）协态向量的求取很困难［１］．直接法将最优
控制问题在所选取的节点处离散化，节点处的状

态和控制量作为未知量，性能指标和状态方程表

示为离散点值的函数，转化为非线性规划问题

（ＮＬＰ），利用 ＮＬＰ算法进行求解，节点间的值则
通过插值法求得．一般采用的插值法为线性和三
次样条，而利用全局正交多项式（如 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多
项式［２］、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式［３］）进行插值的方法称

为伪谱法．伪谱法由于其计算量小、收敛半径大、
精度高等优点得到了很多的应用．文献［４］利用



拟谱法求解了几类最优控制问题，文献［５］使用
Ｌａｇｒａｎｇｅ插值基函数，提出含初值估计的串行并
分段的策略，研究了高超飞行器的再入轨迹的优

化问题．文献［６］利用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式插值，研
究了航天器有限推力轨道转移的优化问题．上述
文献均需用计算机软件求解ＮＬＰ问题．

由于卫星的相对运动极为复杂，因此相对轨

道转移问题都基于各种简化的模型，国内外学者

对此做了很多的研究［７－１４］，当主从星的距离和主

星的轨道相比很小时，可以将卫星的相对动力学

方程线性化．Ｃａｒｔｅｒ［１５］总结了描述相对轨道的线
性化方程，以真近点角为变量，将方程进行了简

化，并给出了目标星轨道为椭圆时动力学方程的

状态转移矩阵（ＳＴＭ），并以此为基础分析了卫星
交会的最优控制问题［７］，但是需要计算积分．Ｙａ
ｍａｎａｋａ［８］在文献［７］的基础上提出了非奇异的
ＳＴＭ，形式更为简单，得到了广泛的应用．基于文
献［８］，文献［９］提出了燃料最优交会问题的解析
解，但需要计算各种积分，并且利用级数展开式进

行了近似代替，结果非常复杂．文献［１０］提出基
于开普勒轨道要素的 Ｇａｕｓｓ微分方程，文献［１１］
利用此方程研究了编队卫星队形的最优重构问

题．文献［１２］用变分法求得了Ｊ２摄动情况下相对
运动的 ＳＴＭ，形式极为复杂，在此基础上，文献
［１３－１４］研究了小推力队形重构的能量最优和
和队形保持问题，前者基于伪谱法，后者基于最小

二乘方法．
本文基于 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法研究了椭圆轨道

下卫星相对轨道转移的燃料最优控制问题．首先
以真近点角为自变量，推导了形式简单的卫星相

对运动动力学模型，给出了和真近点角相匹配的

性能指标，以文献［８］提出的状态转移矩阵给出
了仅以初末状态为约束的最优控制律，然后针对

线性化模型，给出了以状态方程为约束的最优控

制律，不需要利用 ＮＰＬ算法进行计算．最后进行
了仿真分析．

１　相对运动动力学模型
考虑中心引力场作用下的两个卫星，目标星

位于参考椭圆轨道上，位置矢量为 ｒ，追踪星相对
于目标星的位置矢量为 ρ．定义如下 ＬＶＬＨ坐标
系：坐标系中心位于目标星质心，ｘ轴从引力中心
指向目标星，ｙ轴在轨道平面内与ｘ轴垂直并指向
卫星运动方向，ｚ轴沿轨道面法线方向，构成右手
坐标系．则在ＬＶＬＨ坐标系中，

ｒ＝［ｒ ０ ０］Ｔ，ρ＝［ｘ ｙ ｚ］Ｔ．

假设μ为万有引力常数，ω为目标星的轨道
角速度大小，ｒ为目标星到引力场中心的距离，
ｕ＝［ｕｘ ｕｙ ｕｚ］Ｔ为两星控制加速度之差，则卫

星的线性化相对运动方程可写为［８－９］

ｘ̈＝２ωｙ＋ωｙ＋ω２ｘ＋２μｘ／ｒ３＋ｕｘ，

ｙ̈＝－２ωｘ－ωｘ＋ω２ｙ－μｙ／ｒ３＋ｕｙ，

ｚ̈＝－μｚ／ｒ３＋ｕｚ
{

．
可以看出，线性化模型中法线方向和轨道面内运

动是解耦的．令 ａ为目标星轨道半长轴，ｅ为轨道
偏心率，ｆ为真近点角，ｈ为单位质量的角动量．上
述线性化化方程很难求得解析解，文献［７］以真
近点角作为自变量，将方程进行了简化，下面简略

介绍这一过程．对任意变量 α，以 α表示对时间 ｔ
求导，α′表示对真近点角ｆ求导，则有

α＝ωα′，
α̈＝ωω′α′＋ω２α″．

令ｋμ／ｈ
３
２ ＝ｃｏｎｓｔ，则μ／ｒ３＝ｋω

３
２，利用下列代换：

珓ｘ
珓ｙ
珓







ｚ
＝（１＋ｅｃｏｓｆ）

ｘ
ｙ







ｚ
，

则线性化的模型可写成下列的简化形式：

　

珓ｘ″＝ ３珓ｘ
（１＋ｅｃｏｓｆ）＋２珓ｙ′＋

ｕｘ
（ｋω

３
２）
，

珓ｙ″＝－２珓ｘ′＋
ｕｙ

（ｋω
３
２）
，

珓ｚ″＝－珓ｚ＋
ｕｚ

（ｋω
３
２）













 ．

（１）

在卫星不控的情况下，ｕ＝［ｕｘ ｕｙ ｕｚ］Ｔ＝０．文
献［１５］求得了系统无奇异的状态转移矩阵，文献
［８］在文献［１５］的基础上得到了形式更为简单
的椭圆轨道状态转移矩阵，轨道平面内：

珓ｘ
珓ｙ
珓ｘ′
珓











ｙ′

＝ １
１－ｅ２

ｓ ０ ２－３ｅｓＪ －ｃ

ｃ＋ｃ
ρ
１ －３ρ２Ｊ ｓ＋ｓ

ρ

ｓ′ ０ －３ｅｓ′Ｊ＋ｓ
ρ( )２ －ｃ′

－２ｓ ０ －３（１－２ｅｓＪ） ２















ｃ－ｅｆ

·

　

－３ｓ１
ρ
＋ｅ

２

ρ( )２ ０ ｃ－２ｅ －ｓ１＋１( )ρ
－３ｅｓ１

ρ
＋１
ρ( )２ １－ｅ２ ｅｃ－２ －ｅｓ１＋１( )ρ

３ρ＋ｅ２－１ ０ ｅｓ ρ２

３ ｃ
ρ( )＋ｅ ０ ｓ ｃ１＋１( )ρ



















＋ｅ
ｆ０

·
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珓ｘ０
珓ｙ０
珓ｘ′０
珓ｙ′













０

Φ（ｆ，ｆ０）

珓ｘ０
珓ｙ０
珓ｘ′０
珓ｙ′













０

．

轨道平面外：

珓ｚ

珓ｚ
[ ]· ＝ 　ｃｏｓ（ｆ－ｆ０） ｓｉｎ（ｆ－ｆ０）

－ｓｉｎ（ｆ－ｆ０） ｃｏｓ（ｆ－ｆ０[ ]）
珓ｚ０

珓ｚ
·[ ]
０

．

其中：ρ＝１＋ｅｃｏｓｆ，ｓ＝ρｓｉｎｆ，ｃ＝ρｃｏｓｆ，ｓ′＝ｃｏｓｆ＋
ｅｃｏｓ２ｆ，ｃ′＝－（ｓｉｎｆ＋ｅｓｉｎ２ｆ），Ｊ＝ｋ２（ｔ－ｔ０）．

２　Ｌｅｇｅｎｄｒｅ伪谱法
ＬＮ（ｔ）为Ｎ阶Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式，ｔ∈［－１，１］，

ＬＮ（ｔ）为其导数，ｔｊ（ｊ＝１，…，Ｎ－１）为 ＬＮ（ｔ）的
Ｎ－１个零点．以 ｔ０ ＝－１，　ｔＮ ＝１，　ｔｊ为节点
（称为 ＬＧＬ点），构造如下拉格朗日插值基函
数［２，１６］：

　ｉ（ｔ）＝
１

Ｎ（Ｎ＋１）ＬＮ（ｔｉ）
·
（ｔ２－１）ＬＮ（ｔ）

ｔ－ｔｉ
，

（ｉ＝０，１，…，Ｎ），
注意到ｉ（ｔｊ）＝δｉｊ．

对定义在［－１，１］上的光滑函数Ｆ（ｔ），其插
值多项式为

ＦＮ（ｔ）：＝∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｆ（ｔｉ）ｉ（ｔ）， （２）

积分公式为

∫
１

－１
ＦＮ（ｔ）ｄｔ：＝∑

Ｎ

ｉ＝０
Ｆ（ｔｉ）ｗｉ．

其中：

ｗｉ＝
２

Ｎ（Ｎ＋１）·
１

［ＬＮ（ｔｉ）］
２， （３）

微分公式为

Ｆ（ｔｉ）＝∑
Ｎ

ｊ＝０
ＤｉｊＦ（ｔｊ）．

其中Ｄ：＝（Ｄｉｊ）为（Ｎ＋１）×（Ｎ＋１）阶矩阵，其
元素为［２］

Ｄ＝（Ｄｉｊ）：＝

ＬＮ（ｔｉ）
ＬＮ（ｔｊ）

·
１
ｔｉ－ｔｊ

，　ｉ≠ｊ；

－Ｎ（Ｎ＋１）４ ，　ｉ＝ｊ＝０；

Ｎ（Ｎ＋１）
４ ，　ｉ＝ｊ＝Ｎ；

０，　　　　　其他















．

（４）

３　燃料最优控制
根据任务的不同要求，最优控制问题有不同

的性能指标．文献［１６］以 ＨＣＷ模型分析了卫星

编队飞行的最优重构问题，采用如下式所示的性

能指标：

Ｊ＝１２∫
ｔｆ

ｔ０
ｕＴｕｄｔ．

本文以真近点角作为自变量，提出如下性能指标：

Ｊ＝１２∫
ｆＴ

ｆ０

ｕＴｕ
（１＋ｅｃｏｓｆ）２

ｄｆ． （５）

其中：ｆ０、ｆＴ分别为目标星初始时刻和终端时刻的
真近点角．

由于Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式定义在区间［－１，１］
上，而要解决的最优控制问题是在区间 ［ｆ０，ｆＴ］
上，采用如下变换将问题转换到ｔ＝［－１，１］上：

ｆ＝０．５［（ｆＴ－ｆ０）ｔ＋（ｆＴ＋ｆ０）］．
　　基于线性化模型，轨道平面内的运动和轨道
面外的运动是解耦的，为描述简便，仅考虑轨道面

内的运动．令
Ｘ＝［珓ｘ 珓ｙ 珓ｘ′ 珓ｙ′］Ｔ，Ｕ＝ ｕｘ／ｋ

４ ｕｙ／ｋ[ ]４ Ｔ，

并将状态向量和控制向量用式（２）近似，

Ｘ（ｔ）≈ＸＮ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｘｉｉ（ｔ）， （６）

Ｕ（ｔ）≈ＵＮ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝０
Ｕｉｉ（ｔ）． （７）

　　性能指标式（５）近似为

Ｊ＝
（ｆＴ－ｆ０）ｋ

８

４ ∑
Ｎ

ｉ＝０

ＵＴｉＵｉ
（１＋ｅｃｏｓｆｉ）

２ｗｉ， （８）

ｗｉ如式（３）所示，
ｆｉ＝０．５［（ｆＴ－ｆ０）ｔｉ＋（ｆＴ＋ｆ０）］．

３１　仅以初末状态为约束
由于线性模型状态转移矩阵已知，则末端状

态为

Ｘ（ｆＴ）＝Φ（ｆＴ，ｆ０）Ｘ（ｆ０）＋∫
ｆＴ

ｆ０
Φ（ｆＴ，ｆ）Ｂ（ｆ）Ｕ（ｆ）ｄｆ．

其中：

Ｂ（ｆ）＝ １
（１＋ｅｃｏｓｆ）３

０　　０
０　　０
１　　０











０　　１

，

则在ＬＧＬ点离散化，有

ＸＮ ＝ΦＮＸ０＋
ｆＴ－ｆ０
２ ∑

Ｎ

ｉ＝０
ΨｉＵｉｗｉ． （９）

其中：ＸＮ ＝Ｘ（ｆＴ），Ｘ０ ＝Ｘ（ｆ０），ΦＮ ＝Φ（ｆＴ，ｆ０），
Ψｉ＝Φ（ｆＴ，ｆｉ）Β（ｆｉ）．式（９）即为初末状态约束，
性能指标函数如式（８）所示，可利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘
子法求解．令

珓Ｊ＝
（ｆＴ－ｆ０）ｋ

８

４ ∑
Ｎ

ｉ＝０

ＵＴｉＵｉ
（１＋ｅｃｏｓｆｉ）

２ｗｉ＋
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　　　λＴ（ΦＮＸ０＋
ｆＴ－ｆ０
２ ∑

Ｎ

ｉ＝０
ΨｉＵｉｗｉ－ＸＮ），

由
珓Ｊ
Ｕｉ

＝０可得

Ｕｉ＋（１＋ｅｃｏｓｆｉ）
２ｋ－８Ψｉ

Ｔλ＝０．
代到式（９）可得

λ ＝－ ２ｋ８
ｆＴ－ｆ０

（∑
Ｎ

ｉ＝０
ΨｉΨ

Ｔ
ｉ（１＋ｅｃｏｓｆｉ）

２

ｗｉ）
－１（ＸＮ －ΦＮＸ０）．

则

Ｕｉ＝
２（１＋ｅｃｏｓｆｉ）

２

ｆＴ－ｆ０
ΨＴｉ（∑

Ｎ

ｉ＝０
ΨｉΨ

Ｔ
ｉ（１＋

ｅｃｏｓｆｉ）
２ｗｉ）

－１（ＸＮ －ΦＮＸ０）． （１０）
由式（１０）求得控制加速度Ｕ（ｔ）在ＬＧＬ点上

的值，那么任意时刻的Ｕ（ｔ）则通过多项式插值式
（７）得到．从式（１０）可以看出，Ｕ（ｔ）仅与插值节
点的选取及初末状态有关．
３２　以状态方程为约束

考虑整个状态方程（１）（轨道面内），令 ｅ＝
［ｅ１ ｅ２ ｅ３ ｅ４］Ｔ ＝［珓ｘ 珓ｙ 珓ｘ′ 珓ｙ′］Ｔ，则有
ｅ′１ ＝ｅ３，

ｅ′２ ＝ｅ４，

ｅ′３ ＝
３ｅ１

（１＋ｅｃｏｓｆ）＋２ｅ４＋
ｕｘ

（ｋ４（１＋ｅｃｏｓｆ）３）
，

ｅ′４ ＝－２ｅ３＋
ｕｙ

（ｋ４（１＋ｅｃｏｓｆ）３）













 ．

（１１）
令

Ｅｊ＝［ｅｊ（ｆ０） … ｅｊ（ｆＮ）］Ｔ，ｊ＝１，２，３，４；

Ｕｘ ＝ｋ
－４［ｕｘ（ｆ０） … ｕｘ（ｆＮ）］Ｔ，

Ｕｙ ＝ｋ
－４［ｕｙ（ｆ０） … ｕｙ（ｆＮ）］Ｔ，

Ｃ＝

１
１＋ｅｃｏｓｆ０

０



０ １
１＋ｅｃｏｓｆ













Ｎ

．

　　由插值多项式的微分矩阵（４），注意到式
（１１）中均为对 ｆ求导，因此需要在微分矩阵式

（４）前乘以系数２／（ｆＴ－ｆ０），以下仍简记为Ｄ．则
式（１１）可离散化为
ＤＥ１ ＝Ｅ３，

ＤＥ２ ＝Ｅ４，

ＤＥ３ ＝３ＣＥ１＋２Ｅ４＋Ｃ
３Ｕｘ，

ＤＥ４ ＝－２Ｅ３＋Ｃ
３Ｕｙ










．

（１２）

令 Ｘ ＝［ＥＴ１ ＥＴ２ ＥＴ３ ＥＴ４ ＵＴｘ ＵＴｙ］Ｔ，式（１２）

可以写成矩阵形式：

Ｄ ０ －Ｉ　 ０ ０ ０
０ Ｄ ０ －Ｉ　 ０ ０
－３Ｃ　 ０ Ｄ －２Ｉ　 －Ｃ３　 ０
０ ０ ２Ｉ Ｄ ０ －Ｃ３











　

Ｘ＝０．

（１３）
　　该问题为初末状态已知的参数优化问题．将
卫星状态写成分块矩阵的形式：

Ｅｊ＝［Ｅｊ１ ＥＴｊ２ Ｅｊ３］Ｔ，ｊ＝１，２，３，４．
其中Ｅｊ１、Ｅｊ３分别为Ｅｊ的第一和最后一个元素，为
已知量．将（Ｎ＋１）×（Ｎ＋１）阶单位矩阵写成下
列分块形式：

Ｉ（Ｎ＋１）×（Ｎ＋１） ＝［Ｉ１ Ｉ２ Ｉ３］，
其中Ｉ１、Ｉ３分别为 Ｉ（Ｎ＋１）×（Ｎ＋１）的第一列和最后一
列．则有下式成立：

Ｅｊ＝Ｉ（Ｎ＋１）×（Ｎ＋１）Ｅｊ＝Ｉ１Ｅｊ１＋Ｉ２Ｅｊ２＋Ｉ３Ｅｊ３．

令珚Ｘ＝［ＵＴｘ ＵＴｙ ＥＴ１２ ＥＴ２２ ＥＴ３２ ＥＴ４２］Ｔ为所有

中间状态和控制加速度组成的向量，均为未知量，

式（１３）可写为
Ａ珚Ｘ＝ｂ． （１４）

Ａ＝

　０ 　０ 　ＤＩ２ 　０ －Ｉ２ 　０

　０ 　０ 　０ 　ＤＩ２ 　０ －Ｉ２
－Ｃ３ 　０ －３ＣＩ２ 　０ 　ＤＩ２ －２Ｉ２
　０ －Ｃ３ 　０ 　０ 　２Ｉ２ 　ＤＩ














２

，

ｂ＝

－Ｄ　 ０ Ｉ ０
０ －Ｄ　 ０ Ｉ
３Ｃ ０ －Ｄ　 ２Ｉ
０ ０ －２Ｉ　 －Ｄ











　

ξ，

ξ＝［（Ｉ１Ｅ１１＋Ｉ３Ｅ１３）
Ｔ　（Ｉ１Ｅ２１＋Ｉ３Ｅ２３）

Ｔ　（Ｉ１Ｅ３１＋Ｉ３Ｅ３３）
Ｔ　（Ｉ１Ｅ４１＋Ｉ３Ｅ４３）

Ｔ］Ｔ．

　　显然，当初末状态已知时，ｂ为已知的常数矩
阵．卫星相对轨道转移的燃料最优控制问题转化
为：求解满足线性等式约束式（１４）的一组变量，
使得式（８）取最小值的线性二次型参数优化
问题．

用Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法对上述优化问题求解，令

珓Ｊ＝０．５珚ＸＴＨ珚Ｘ＋γΤ（Ａ珚Ｘ－ｂ）．

其中：

Ｈ ＝
（ｆＴ－ｆ０）ｋ

８

２

Ｈ１ ０ ０

０ Ｈ１ ０








０ ０ ０

，
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Ｈ１ ＝

ｗ０
（１＋ｅｃｏｓｆ０）

２ ０ ０

０  ０

０ ０
ｗＮ＋１

（１＋ｅｃｏｓｆＮ＋１）















２

为对角阵．则有
珓Ｊ
珔Ｘ
＝０，

珓Ｊ
γ
＝０． （１５）

式（１５）写成矩阵形式
Ｈ ＡＴ

Ａ( )０
珚Ｘ( )γ ＝

０( )ｂ． （１６）

　　从式（１６）即可求得最优控制加速度和各中
间状态在ＬＧＬ点上的值，利用式（６）、（７）即可得
到最优控制和状态的连续曲线．

４　仿真分析
初始时刻目标星的轨道根数 ａ＝９５００ｋｍ，

ｅ＝０３，ｉ＝Ω＝３０°，ω＝１０°，ｆ＝０．初始时刻追
踪星的相对位置［１００００ １００００］Ｔｍ，相对速度
为 ４ －[ ]２３４８５Ｔｍ／ｓ，节点数Ｎ＝６４．要求３个
轨道周期之后，两星相对速度和位置为零．

图１～３表示以状态转移矩阵（ＳＴＭ）为基础的
初末状态约束的仿真图．图１为ＳＴＭ控制加速度大
小，性能指标为１９×１０－６ｍ２／ｓ，图２为线性模型下
两星的相对位置和相对速度变化情况，图３为非线
性模型下两星的相对位置和相对速度变化情况．
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图１　控制加速度（ＳＴＭ）

　　图４～６表示以状态方程（ＳＥＱ）为基础的全状
态约束的仿真图．图４为ＳＥＱ控制加速度大小，性
能指标为２９５×１０－７ｍ２／ｓ，图５为线性模型下两星
的相对位置和相对速度变化情况，图６为非线性模
型下两星的相对位置和相对速度变化情况．
　　从上述仿真结果中可以看出，对于线性模型，
ＳＥＱ方法比较精确，相对位置误差在５ｍ以内，相
对速度误差在００１ｍ／ｓ以内，而将求得的控制加
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图２　相对位置与相对速度变化（线性模型）
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图３　相对位置与相对速度变化（非线性模型）
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图４　控制加速度（ＳＥＱ）

速度直接用于非线性模型，则会出现几百 ｍ的误
差．而 ＳＴＭ方法对两种情形均存在几百 ｍ的误
差．因此本文设计的控制律可以应用于非线性模
型中卫星轨道的初步转移．ＳＥＱ方法最终的性能
指标比ＳＴＭ小，因此对燃料的消耗更少，而且精
度较高，但ＳＴＭ所得到的解析形式更为简洁．
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图５　相对位置与相对速度变化（线性模型）
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图６　相对位置与相对速度变化（非线性模型）

５　结　论
１）针对以真近点角为自变量的卫星相对运

动动力学模型，给出了和真近点角相匹配的性能

指标，利用状态转移矩阵给出了仅以初末状态为

约束的最优控制律，然后针对线性化模型，给出了

以状态方程为约束的最优控制律，设计的控制律

均为解析形式，计算量小，便于在线计算．
２）仿真结果表明设计的控制律是合理的、有

效的．
３）本文的结果主要针对线性模型，而对非线性

模型及非线性约束问题，依然可以通过伪谱法转化

为非线性规划问题，利用计算机软件进行求解．
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