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基于分力合成方法的航天器闭环反馈控制
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摘　要：为了增强分力合成主动振动抑制方法抵抗外界干扰的能力，将分力合成方法与闭环反馈控制相结
合同时进行设计．用非约束模态级数方法建立解耦的姿态动力学方程和挠性附件振动方程，通过选取合适的
反馈量，在设计闭环反馈参数时将挠性附件的振动和分力合成方法同时加入到约束条件中，得到最佳性能

解．通过对单挠性杆模型的仿真，在满足系统各项性能指标的条件下，调整时间较分步设计方法明显减少，证
明本文方法的有效性．
关键词：同时设计方法；挠性振动；分力合成主动振动抑制方法；闭环反馈控制
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　　分力合成主动振动抑制方法［１］利用几个相

同或相似的随时间变化的力作为分力，它们按一

定的规律沿时间轴排列合成挠性系统的输入，它

可以在实现指定刚体运动的同时有效抑制对系统

影响较大的任意多阶振动分量．文献［２－３］将分
力合成方法应用于常幅值力矩机构飞行器大角度

机动时的振动抑制，文献［４］应用压电陶瓷将分

力合成主动振动抑制方法和正位置反馈相结合，

文献［５］利用零点配置方法在频域内研究分力合
成主动振动抑制方法，并用于大角度机动，得到时

间间隔相等的分力．但是，以上方法都将它作为一
种前馈控制方法，通过增加方法的鲁棒性来实现

对系统参数变动的不敏感性，而对外部干扰无能

为力．在实际中，反馈控制具有较强的抗干扰能
力，所以，将分力合成和反馈控制相结合，在不考

虑挠性附件的前提下设计控制器，然后根据引入

反馈后的整个系统极点设计分力合成指令来抑制



挠性附件的振动，即分步设计方法．采用分步设计
方法会丢掉系统最佳性能解．文献［６］也是在忽
略挠性附件的前提下同时设计反馈系数和分力合

成控制指令，得到的也不是最优解．
本文采用非约束模态法建立系统方程，在考

虑挠性附件的情况下同时设计分力合成和闭环反

馈系数，即同时设计方法．

１　分力合成主动振动抑制方法
分力合成主动振动抑制方法的推导是基于线

性系统的叠加原理．最简单的振动系统是如下二
阶系统：

ｘ̈＋２ξωｘ＋ω２ｘ＝Ｆ（ｔ）． （１）
式中：ｘ为系统的状态，ξ为阻尼系数，ω为无阻尼
固有频率，而系统的有阻尼振动频率 ωｄ ＝

ω １－ξ槡
２，振动周期 Ｔｄ ＝２π／ωｄ，Ｆ（ｔ）为控

制力．
分力合成的原理以定理的形式给出［２］．
定理１　对于零初始条件的有阻尼二阶系统

（式（１）），若均分系统的有阻尼振动周期为 ｍ等
分，且在每等分的起始点或与起始点差整数倍有

阻尼振动周期处施加相似分力，则当所有作用力

结束后系统将是无振动运动的．
定理１中所谓“相似分力”是指时变规律相

同，相邻分力的幅值比为ｅｘｐ－
ξωＴｄ( )ｎ

的作用力．

图１是两个脉冲分力（ｍ＝２）的例子，它们分别

作用于０和
Ｔｄ
２时刻，此时，若第一个分力的冲量为

Ａ１，则第二个分力的冲量应为 Ａ１ｅｘｐ
－ξπ
１－ξ槡

( )２ ．
第一个脉冲分力引起的系统响应如实线所示，它

刚好与第二个脉冲分力的系统响应（图中虚线）

相抵消，系统在第二分力作用后将无振动．
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图１　分力合成主动振动抑制的基本原理
　　分力合成方法可以同时抑制多阶振动［１］：先

设计抑制第一阶振动的合力，然后以这个合力作

为分力，按照定理１设计抑制第二阶振动的合力，
最后这个合力既可以抑制第一阶振动，也可以抑

制第二阶振动．若再以上述最后合力作为分力，按

定理１设计抑制第三阶振动的合力，…，如是便可
递增地获得同时抑制多阶振动的合力．

２　挠性系统模型
仿真模型如图２所示，它由半径为ｂ的中心刚

体Ｂ和等直悬臂挠性梁Ｓ构成，挠性梁长为ｌ，抗弯
刚度为ＥＪ．图中ＯＸＹ和ｏｘｙ分别是惯性坐标系和挠
性梁固联坐标系，ｏｘ与未变形时挠性梁的轴线重
合，θ（ｔ）表示两坐标系间的相对转动关系．挠性梁
相对坐标系ｏｘｙ的挠性变形定义为ｗ（ｘ，ｔ）．由于挠
性结构的阻尼系数很小（大约在０００１～００１之
间），此处忽略挠性结构的阻尼项．
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图２　挠性结构示意图

　　系统的姿态运动方程和挠性附件的振动方
程为

Ｉ̈θ＋σ∫
ｌ

０
ｗ̈（ｂ＋ｘ）ｄｘ＝Ｔｈ，

ｗ′＋σＥＪ［̈ｗ（ｘ，ｔ）＋（ｂ＋ｘ）̈θ］＝０
{ ．

（２）

其中，Ｉ为系统绕Ｏ点的总转动惯量（包括中心刚体
的转动惯量和挠性杆的转动惯量），σ为挠性杆单
位长度的质量，Ｔｈ为作用于中心刚体的控制力矩．

本文使用非约束模态级数法将挠性结构离散

化．非约束模态定义为系统在不存在外力情况下
无阻尼自由振动的频率和振型，在这种情况下，整

个结构都允许振动．若只控制前ｎ阶振动模态，将
挠性振动位移 ｗ（ｘ，ｔ）表示为振型函数 φｉ（ｘ）与
模态坐标ｑｉ（ｔ）乘积的ｎ项级数和的形式，而将姿
态角表示为某一变量和ｎ项诱导振型θｉ与模态坐
标级数和，令

ｗ（ｘ，ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
φｉ（ｘ）ｑｉ（ｔ），

θ（ｔ）＝Θ（ｔ）＋∑
ｎ

ｉ＝１
θｉ（ｔ）ｑｉ（ｔ）

{
．

（３）

其中，Θ（ｔ）是当挠性梁为刚体时卫星的姿态角．
将式（３）代入式（２），系统的姿态运动方程和挠性
附件的振动方程为

Ｉ̈Θ ＝Ｔｈ，

ｑ̈ｉ（ｔ）＋ω
２
ｉｑｉ（ｔ）＝－ｆｉＴｈ

{ ．
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其中，ｑｉ为第 ｉ阶挠性振动的非约束模态坐标，ｆｉ
为与振型函数有关的变量．可见，姿态运动方程和
挠性附件的振动方程是互相解耦的，通过设计合

力的控制力矩Ｔｈ，既可以完成指定的刚体运动又
可以抑制掉挠性振动．

系统的真实姿态角为

θ＝Θ－∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉｑｉ（ｔ）．

３　基于ＣＳＶＳ的比例＋速率反馈控制
采用比例＋速率反馈的控制器，控制力矩为

Ｔｈ ＝ｋｐ（θｄ－Θ）－ｋｄΘ．
其中，ｋｐ，ｋｄ分别为反馈控制的比例系数和微分系
数；θｄ为卫星的期望转角．由于反馈的卫星刚体部
分的转角Θ是不可直接测的，本文通过设计状态观
测器估计Θ．加入反馈控制器的闭环系统方程为

Ｘ＝ＡＸ＋Ｂｕ，
ｙ＝ＣＸ{ ．

（４）

其中

Ｘ＝

Θ

Θ
·

Ｑ

Ｑ













·

，Ａ＝

０ １ ０１×ｎ ０１×ｎ

－
ｋｐ
Ｉ　 －

ｋｄ
Ｉ　 ０１×ｎ ０１×ｎ

０ｎ×１ ０ｎ×１ ０ｎ×ｎ Ｅｎ×ｎ
ｋｐＦ ｋｄＦ －Λ　　 ０

















ｎ×ｎ

，

Ｂ＝ ０
ｋｐ
Ｉ ０１×ｎ －ｋｐＦ[ ]Ｔ

Ｔ

，

Ｃ＝ １ ０ －ＦＴ ０１[ ]×ｎ ，Ｆ＝ ｆ１ ｆ２… ｆ[ ]ｎ
Ｔ，

Ｑ＝ ｑ１ ｑ２… ｑ[ ]ｎ
Ｔ，Λ＝ｄｉａｇω２１ ω２２… ω２{ }ｎ ．

式中：０表示相应维数的零矩阵，Ｅ表示单位阵，ｙ
为卫星的姿态角θ．可见，系统具有可控性和可观
性，所以系统（４）的状态观测器存在．

卫星刚体部分和第ｉ阶模态坐标的闭环传递
函数为

　　　 Θ（ｓ）
θｄ（ｓ）

＝
ω２０

ｓ２＋２ω０ξ０ｓ＋ω
２
０
， （５ａ）

ｑｉ（ｓ）
θｄ（ｓ）

＝－
ｆｉｋｐｓ

２

（ｓ２＋２ω０ξ０ｓ＋ω
２
０）（ｓ

２＋ω２ｉ）
． （５ｂ）

其中

ω０ ＝
ｋｐ
槡Ｉ

，ξ０ ＝
ｋｄ
２ω０Ｉ

．

频率ω０是系统弹性以外的振动，也应使用分力合
成方法抑制掉，只是这里合成的不是系统控制力

矩Ｔ，而是卫星的期望转角θｄ，也就是系统参考输
入指令Ｒ．由式（５ｂ）可知，利用非约束模态方法
建立的数学模型加入比例＋速率反馈后各阶模态

坐标振动频率与引入的反馈系数无关．
３１　超调约束

对于幅值为Ｌ，作用在时间 ｔ０时刻的阶跃输
入，卫星刚体部的输出响应为

Θ（ｔ｜ｔ≥ｔ０）＝Ｌ－ＡＬｅｘｐ［－ξ０ω０（ｔ－
　　　　ｔ０）］ｓｉｎ［ωｄ０（ｔ－ｔ０）＋α］．

其中 Ａ＝ １
１－ξ槡

２
０

，α＝ａｒｃｔａｎ １－ξ槡
２
０

ξ( )
０

，ωｄ０ ＝

ω０ １－ξ槡
２
０．第ｉ阶模态坐标为

ｑｉ（ｔ｜ｔ≥ｔ０）＝ＬＢ１ｉｅｘｐ［－ξ０ω０（ｔ－ｔ０）］ｓｉｎ［ωｄ０（ｔ－
　　ｔ０）－β１ｉ］－ＬＢ２ｉｓｉｎ［ωｉ（ｔ－ｔ０）－β２ｉ］．
其中

Ｂ１ｉ＝
ａ２ｉω

２
ｄ０＋（ｂｉ＋ａｉξ０ω０）槡

２

ωｄ０
，

β１ｉ＝ａｒｃｔａｎ
ａｉωｄ０

ｂｉ＋ａｉξ０ω
( )

０

，

Ｂ２ｉ＝
ｃ２ｉω

２
ｉ＋ｄ

２
槡 ｉ

ωｉ
，β２ｉ＝ａｒｃｔａｎ

ｃｉωｉ
ｄ( )
ｉ

，

ａｉ＝
ω２ｉ－ω

２
０

ω４０＋４ξ
２
０ω

２
０ω

２
ｉ－２ω

２
０ω

２
ｉ＋ω

４
ｉ
ｆｉｋｐ，

ｂｉ＝
２ξ０ω

３
０

ω４０＋４ξ
２
０ω

２
０ω

２
ｉ－２ω

２
０ω

２
ｉ＋ω

４
ｉ
ｆｉｋｐ，

ｃｉ＝ａｉ，

ｄｉ＝
２ξ０ω０ω

２
１

ω４０＋４ξ
２
０ω

２
０ω

２
ｉ－２ω

２
０ω

２
ｉ＋ω

４
ｉ
ｆｉｋｐ．

所以在ｔ≥ｔ０时刻卫星的转角为
θ（ｔｔ≥ｔ０）＝Ｌ－Ｌ^Ａｅｘｐ［－ξ０ω０（ｔ－

　　　ｔ０）］ｓｉｎ［ωｄ０（ｔ－ｔ０）＋α^］＋

　　　Ｌ∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉＢ２ｉｓｉｎ［ωｉ（ｔ－ｔ０）－β２ｉ］．

其中

Ａ^＝（［Ａｓｉｎα＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉＢ１ｉｓｉｎ（－β１ｉ）］

２＋［Ａｃｏｓα＋

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉＢ１ｉｃｏｓβ１ｉ］

２）１／２，

ｔａｎα^＝
Ａｓｉｎα＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｆｉＢ１ｉｓｉｎ（－β１ｉ）

Ａｃｏｓα＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｆｉＢ１ｉｃｏｓβ１ｉ

．

根据分力合成同时抑制多阶模态的方法，可

得到同时抑制刚体闭环振动频率和挠性附件振动

频率的分力合成控制指令．对于跟踪阶跃输入的
分力合成控制指令，包含阶跃分力的数量为

ｍ＝∏
ｎ

ｉ＝０
ｍｉ．

其中，ｍ０为抑制刚体闭环振动频率的分力数量，
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ｍｉ为抑制第ｉ阶挠性振动模态的分力数量．第ｉ个

阶跃分力的幅值为 Ｚｉ，且∑
ｍ

ｉ＝１
Ｚｉ＝１，分力作用的

起始时间为ｔｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）．所以前ｋ（１≤ｋ≤
ｍ）个分力施加完成之后，即ｔ≥ｔｋ，卫星的转角为

θｋ（ｔｔ≥ｔｋ）＝∑
ｋ

ｉ＝１
Ｚｉ－Ａ^ｋｅｘｐ［－ξ０ω０（ｔ－

　　　ｔｋ）］ｓｉｎ（ωｄ０ｔ＋Ψ^ｋ）＋∑
ｎ

ｉ＝１
Ｂ^ｋｉｓｉｎ（ωｉｔ－β^ｋｉ）．

其中

Ｓｋ ＝∑
ｋ

ｉ＝１
Ｚｉｅｘｐ（ξ０ω０ｔｉ）ｓｉｎ（^α－ωｄ０ｔｉ），

Ｃｋ ＝∑
ｋ

ｉ＝１
Ｚｉｅｘｐ（ξ０ω０ｔｉ）ｃｏｓ（^α－ωｄ０ｔｉ），

Ａ^ｋ ＝ｅｘｐ（－ξ０ω０ｔｋ）^Ａ Ｓ２ｋ＋Ｃ
２

槡 ｋ，ｔａｎ（^Ψｋ）＝
Ｓｋ
Ｃｋ
，

Ｂ^ｋｉ＝ｆｉＢ２ｉ ｓ２ｋ＋ｃ
２

槡 ｋ，ｔａｎ（^βｋｉ）＝
ｓｋ
ｃｋ
．

ｓｋ＝∑
ｋ

ｊ＝１
Ｚｊｓｉｎ（ωｉｔｊ＋β２ｉ），ｃｋ＝∑

ｋ

ｊ＝１
Ｚｊｃｏｓ（ωｉｔｊ＋β２ｉ），

令 θｋ＝０，可得到卫星姿态角的峰值时间ｔθｋ，此时
系统超调为

Ｍｋ ＝
θｋ（ｔθｋ）－１ ， ｔθｋ∈［ｔｋ，ｔｋ＋１］，

０ ， ｔθｋ［ｔｋ，ｔｋ＋１］{ ．

对于ｍ个分力，应使每个分力作用后系统的
超调都小于它的容许值Ｍｔｏｌ，即超调约束为

｛Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍｍ｝≤Ｍｔｏｌ． （６）
３２　调整时间约束

当所有ｍ个分力都施加完之后，系统响应为
θ（ｔｔ≥ｔｍ）＝１－^Ａｍｅｘｐ［－ξ０ω０（ｔ－ｔｍ）］ｓｉｎ（ωｄ０ｔ＋

　　　Ψ^ｍ）＋∑
ｎ

ｉ＝１
Ｂ^ｍｉｓｉｎ［ωｉｔ－β^ｍｉ］． （７）

根据分力合成的定义，在所有分力完成时刻

可以完全消除振动，所以式（７）后两项为零．调整
时间取为第ｎ个分力作用完成的时刻，并使它不
大于规定的值ｔｓｔ，即

τｎ≤ｔｓｔ．
其中，ｔｓｔ为系统的容许调整时间．
３３　执行机构约束

时间常数 ｔｃ是描述系统衰减速度的量，表
示为

ｔｃ＝
１
ξ０ω０

． （８）

　　显然，增大比例增益 ｋｐ可增加系统快速性，
减小上升时间，但也加大了系统超调，虽然超调可

通过分力合成改善，但并不是说ｋｐ可以无限制增
大，还必须考虑执行机构的力矩限制，因此下面研

究被控对象的输入Ｔｈ的变化．
假设输入是幅值为 Ｌ，作用在时间 ｔ０时刻的

阶跃输入，此时执行机构输出力（矩）为

Ｔｈ（ｔ）＝－ＬｋｐＡｅ
－ξ′ω′（ｔ－ｔ０）ｓｉｎ［ωｄ０（ｔ－ｔ０）－α］．

当前ｋ个分力施加之后，即 ｔ≥ ｔｋ，执行机构力矩
的阶跃响应为

Ｔｈ（ｔｔ≥ｔｋ）＝－ｋｐＡＢｋｅ
－ξ０ω０（ｔ－ｔｋ）ｓｉｎ（ωｄ０ｔ－φｋ）．

其中

Ｓｋ ＝∑
ｋ

ｉ＝１
Ｚｉｅξ０ω０

ｔｉｓｉｎ（ωｄ０ｔｉ＋α），

Ｃｋ ＝∑
ｋ

ｉ＝１
Ｚｉｅξ０ω０

ｔｉｃｏｓ（ωｄ０ｔｉ＋α），

Ｂｋ ＝ｅ
－ξ０ω０ｔｋ Ｓ２ｋ＋Ｃ

２
槡 ｋ，　φｋ ＝ａｒｃｔａｎ

Ｓｋ
Ｃ( )
ｋ

．

令 Ｔｈ（ｔ）＝０，得执行机构力矩的峰值时间ｔｈｋ为

ｔｈｋ ＝
φｋ＋α
ωｄ０

． （９）

此时的峰值力矩为Ｔｈ（ｔｈｋ），由于ｔｈｋ可能大于或小
于ｔｋ，ｔｈｋ ＜ｔｋ时说明最大力矩未出现在式（９）生
效之后，最大力矩是 Ｔｈ（ｔｈｋ），因此执行机构力矩
的最大值应为

Ｔｋ ＝ｍａｘ｛Ｔｈ（ｔｈｋ），Ｔｈ（ｔｋ）｝．
对于ｍ个阶跃分力，执行机构约束为

ｍａｘ
ｉ
｛Ｔｉ｝≤Ｔｔｏｌ，　１≤ｉ≤ｍ． （１０）

　　总之，同时设计反馈系数和分力合成参数就
是在保证超调约束、时间常数约束和执行机构输

出力（矩）等的约束条件下使调整时间最小．

４　仿真结果
仿真模型参数如下：挠性杆材料为铝，尺寸为

２４００ｍｍ×２００ｍｍ×３ｍｍ；系统转动惯量为
２６０３ｋｇ·ｍ２，半径ｂ＝６４０ｍｍ；执行机构为直流
力矩电机．为简化计算及不失一般性，仿真模型选
取前两阶挠性振动模态，ω１ ＝３８８２２ｒａｄ／ｓ，
ω２ ＝１７５７０４ｒａｄ／ｓ．

闭环系统性能指标如下：调整时间ｔｓｔ≤１０ｓ，
系统超调 Ｍｔｏｌ≤ ２０％，执行机构最大输出力矩
Ｔｔｏｌ＝１０Ｎ·ｍ．

分步设计法是一般的二阶闭环系统设计方

法．由以上性能指标取阻尼比和无阻尼振动频率
为ξ０ ＝０７０７，ω０ ＝０５８８ｒａｄ／ｓ，可得反馈系数
为ｋｐ ＝９，ｋｄ ＝２１６．根据闭环系统的频率和阻
尼以及挠性附件的振动频率，可以用分力合成方

法设计抑制振动的系统期望转角θｄ．同时设计反
馈系数，需首先选定分力合成的形式，利用式

（６）、式（８）和式（１０）选择ｋｄ和ｋｐ使调整时间 ｔｓｔ
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最小．为方便比较，取ｋｄ＝２１６，同时考虑前两阶
挠性振动，并假设ｍ０＝３，ｍ１＝２，ｍ２＝２，则利用
同时设计方法可得ｋｐ ＝２４２．

执行６０°的机动任务，两种方法的姿态角曲
线如图３所示，对于５％的容许误差，同时设计方
法和分步设计方法的调整时间分别为４４３３５ｓ
和７４１７８ｓ，可见，同时设计方法有更大的优势．
图 ４～图６为一阶模态坐标、二阶模态坐标和执
行机构力矩的仿真曲线．机动结束后，同时设计和
分步设计的一阶模态坐标分别为 １８９２１×
１０－５ｍ和７２７５２×１０－６ｍ，二阶模态坐标分别为
３９５９１×１０－６ｍ和２０２６２×１０－６ｍ．可见，同时
设计方法的残余振动量比分步设计方法的残余振

动量大，所以，同时设计方法调整时间的减少是靠

增加一定的振动来得到的．
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图３　姿态角仿真曲线
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图４　一阶模态坐标仿真曲线
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图５　二阶模态坐标仿真曲线
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图６　执行机构力矩

５　结　论
本文用非约束模态解法得到解耦的姿态运动

方程和挠性附件振动方程，利用状态观测器将卫

星刚体部分的转角和角速度作为反馈量，使用比

例＋速率反馈控制率，在考虑挠性附件振动的条
件下将分力合成主动振动抑制方法和闭环反馈控

制同时设计，充分发挥了分力合成抑制振动和反

馈控制抗干扰力强的优点，得到比分步设计更优

的性能指标．对单挠性杆模型的仿真结果证实了
方法的有效性．
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