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均匀化方法的 ＡＢＡＱＵＳ实现
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摘　要：为了利用通用有限元软件来对复杂的均匀化方程进行便捷求解，从而对具有周期性构造复合材料
有效性能进行预测．根据文献［１］提出的热应力方法和边界力方法将均匀化方程转化为通用有限元可以进
行计算的形式，通过ＡＢＡＱＵＳ用户子程序和脚本语言的编写，便捷的实现了均匀化方程的求解，得到了均匀
化系数．通过均匀化方程的ＡＢＡＱＵＳ的便捷求解（包括热应力方法和边界力方法），计算了单向复合材料有
效性能，并与细观力学方法进行比较，结果表明两种方法具有一致性和有效性．
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　　采用数值理论来预测复合材料性能从起步阶
段的不同夹杂模型的 Ｅｓｈｅｌｂｙ［２］方法、ＭｏｒｉＴａｎａ
ｋａ［３］方法（ＭＴＭ），发展到 Ｈｉｌｌ［４］的自洽方法
（ＳＣＭ），到现在由 Ｂｅｎｓｓｏｕｓａｎ［５］和 ＳａｎｃｈｅｚＰａｌｅｎ
ｃｉａ［６］提出的均匀化方法，都属于目前比较流行的
多尺度摄动方法的范畴．均匀化方法由刚开始的
线弹性问题［７］发展到非线性问题［８］．Ｂ．Ｈａｓｓａｎｉ
等［９－１１］详细阐述了均匀化过程、数值解法与拓扑

优化，得到了许多有价值的计算公式和结论．刘书
田等［１２］对均匀化过程进行了详细的分析，并运用

它解决具有周期性分布的多孔板的弯曲问题、复

合材料的热膨胀问题及功能梯度材料的优化设计

问题．本文通过对均匀化方程的高斯定理处理，转
化为通用有限元可以进行计算的形式．利用
ＡＢＡＱＵＳ用户子程序 （ＡＢＡＱＵＳｕｓｅｒｓｕｂｒｏｕｔｉｎｅ）
和脚本语言的编写 （ＡＢＡＱＵＳｓｃｒｉｐｔｉｎｇ）做到了
在 ＡＢＡＱＵＳ中均匀化方法的便捷实现．

１　均匀化方法
１１　单胞问题的控制方程

单胞特征函数均匀化控制方程为

［Ｃｉｊｋｌ（χ（ｋ，ｙｌ）ｍｎ＋Ｉｋｌｍｎ）］，ｙｊ＝０，ｏｎΘ． （１）
χｉｍｎ（ｙ）＝χｉｍｎ（ｙ＋Ｙ），ｏｎΘ． （２）
χｉｍｎ（ｙ）＝０，ｏｎΘ

ｖｅｒｔ． （３）
其中：

Ｉｋｌｍｎ ＝（δｍｋδｎｌ＋δｎｋδｍｌ）／２． （４）



χ（ｋ，ｙｌ）ｍｎ ＝
１
２
χｋｍｎ
ｙｌ

＋
χｌｍｎ
ｙ( )
ｋ

． （５）

式中：Θ为单胞区域，Θ为单胞的边界，Θｖｅｒｔ为
单胞在边界上的顶点．单胞的均匀化系数可表示为

ＣＨｉｊｋｌ＝
１
｜Θ｜∫ΘＣｉｊｋｌ（χ（ｋ，ｙｌ）ｍｎ＋Ｉｋｌｍｎ）ｄＶ． （６）

１２　控制方程的处理
１２１　热应力方法

在式 （１）中，令：
σｍｎｉｊ ＝Ｃｉｊｋｌ（χ（ｋ，ｙｌｍｎ）＋Ｉｋｌｍｎ）＝Ｃｉｊｋｌ（χ（ｋ，ｙｌ）ｍｎ－κ

ｍｎ
ｋｌΔＴ）．
（７）

　　选择合适的 κｍｎｋｌ（相当于热应力计算的热膨
胀系数），并取 ΔＴ＝１，则原均匀化方程就转化为
由于温度变化存在的热应力方程，均匀化系数就

是热应力解中各应力分量在单胞上的体积平均．
１２２　边界力方法

利用高斯定理对均匀化控制方程的进行处

理，转化为与原问题等价的“弱”解形式为

∫
Θ
Ｃｉｊｋｌχ（ｋ，ｙｌ）ｍｎ

１
２
δｖｉ
ｙｊ
＋
δｖｊ
ｙ( )
ｉ

ｄＶ＝

－∑
ｐ
∫

Θｐ－Θｐ∩Θ

ＣｉｊｍｎｎｊδｖｉｄＳ． （８）

　　从式 （８）可以发现原问题的控制方程等同
于三维线弹性问题的“弱”解形式的方程，不同之

处在于材料内部存在一个与材料属性和边界形状

有关的面分布力，这个面分布力作用在单胞中不

同材料的内部边界上 Θｐ－Θｐ∩( )Θ ，指向材

料区域内部，在 ｉ方向的分量为 Ｃｉｊｍｎｎｊ．
将式 （６）中把积分号内的两项拆开，得到均

匀化系数的变形为

ＣＨｉｊｋｌ＝
１
｜Θ｜∫ΘＣｉｊｋｌχ（ｋ，ｙｌ）ｍｎｄＶ＋

１
｜Θ｜∫ΘＣｉｊｍｎｄＶ． （９）

　　从式 （９）可知在边界力方法中均匀化系数等
于对应上述三维线弹性问题的应力在单胞上的体

积平均再加上对应弹性张量单胞上的体积平均．

２　均匀化方法的 ＡＢＡＱＵＳ实现
２１　热应力方法的实现

热应力方法实现中，关键就是处理热膨胀系

数 κｍｎｋｌ．从式（７）得到：

κｍｎｋｌ ＝－Ｉｋｌｍｎ． （１０）
式中：κｍｎｋｌ为四阶对称张量，由于温度变化引起的
变形为

εＴｋｌ＝κ
ｍｎ
ｋｌΔＴ． （１１）

　　采用 Ｖｏｉｇｔ规则表示热膨胀系数［κ］随指标
的变化（其中，ｋｌ为行变化，ｍｎ为列变化），写成

矩阵形式为

［κ］＝

－１ ０ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ ０ ０ ０
０ ０ ０ －１ ０ ０
０ ０ ０ ０ －１ ０
０ ０ ０ ０ ０ －

















１

．（１２）

　　在文献［１］中热膨胀系数有误，为本文的相反
数．在 ＡＢＡＱＵＳ中通过修改用户子程序 ＵＥＸＰＡＮ
（）来实现变化的热膨胀系数．在 ＡＢＡＱＵＳ的 ｉｎｐ
文件中通过加入语句 Ｅｘｐａｎｓｉｏｎ，ｔｙｐｅ＝ＡＮＩＳＯ，
ｕｓｅｒ来表示定义用户自定义各向异性的热膨胀系
数．下面给出了用户子程序原文件 （．ｆｏｒ）的内容
和说明．由于在单胞内所有材料同一分析步的热膨
胀系数都相同，所以并不需要区分不同材料．

ｓｕｂｒｏｕｔｉｎｅｕｅｘｐａｎ（ｅｘｐａｎ，ｄｅｘｐａｎｄｔ，ｔｅｍｐ，
ｔｉｍｅ，ｄｔｉｍｅ，ｐｒｅｄｅｆ，ｄｐｒｅｄ，
　

!

ｓｔａｔｅｖ，ｃｍｎａｍｅ，ｎｓｔａｔｖ，ｎｏｅｌ）
ｉｎｃｌｕｄｅ′ａｂａ－ｐａｒａｍ．ｉｎｃ′
ｃｈａｒａｃｔｅｒ８０ｃｍｎａｍｅ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｅｘｐａｎ（），ｄｅｘｐａｎｄｔ（），ｔｅｍｐ（２），

ｔｉｍｅ（２），ｐｒｅｄｅｆ（），
　

!

　 ｄｐｒｅｄ（），ｓｔａｔｅｖ（ｎｓｔａｔｖ）
！ｅｘｐａｎ（１），ｅｘｐａｎ（２），ｅｘｐａｎ（３），ｅｘｐａｎ（４），

ｅｘｐａｎ（５），ｅｘｐａｎ（６）
！为按　１１　２２　３３　１２　１３　２３排列的

热膨胀系数

ｉｆ（ａｂｓ（ｔｅｍｐ（２）－１０）．ｌｔ．００１）ｔｈｅｎ！第
一个分析步

ｅｘｐａｎ（１）＝－１０
ｅｘｐａｎ（２）＝００
ｅｘｐａｎ（３）＝００
ｅｘｐａｎ（４）＝００
ｅｘｐａｎ（５）＝００
ｅｘｐａｎ（６）＝００
．．．从第二分析步到第六分析步的定义
ｅｎｄｉｆ
ｒｅｔｕｒｎ
ｅｎｄ

２２　边界力方法的实现
边界力方法实现中，关键就是处理边界力，其

分量形式为－Ｃｉｊｍｎｎｊ．而对于各向同性材料的弹性
张量为

Ｃｉｊｍｎ ＝λδｉｊδｍｎ＋μ（δｉｍδｊｎ＋δｉｎδｊｍ）． （１３）
　　令 Ｆｂｉｍｎ ＝－Ｃｉｊｍｎｎｊ，为了表示清楚，把Ｆ

ｂ写成

矩阵形式（其中，ｉ为行变化，ｍｎ为列变化）为
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Ｆｂ ＝－
（λ＋２μ）ｎ１ λｎ１ λｎ１ μｎ２ μｎ３ ０

λｎ２ （λ＋２μ）ｎ２ λｎ２ μｎ１ ０ μｎ３
λｎ３ λｎ３ （λ＋２μ）ｎ３ ０ μｎ１ μｎ









２

． （１４）

　　在 ＡＢＡＱＵＳ中通过修改用户子程序 ＵＴＲＡ
ＣＬＯＡＤ（）来实现变化的面分布力．在 ＡＢＡＱＵＳ
的 ｉｎｐ文件中通过加入语句 Ｄｓｌｏａｄ，ｏｐ＝
ＮＥＷ，ｆｏｌｌｏｗｅｒ＝ＮＯ来表示定义了用户自定义的
变化的面边界力．下面给出用户子程序原文件
（．ｆｏｒ）的内容与说明．在不同材料界面的边界
力与材料相关，所以需要区分单胞内的材料．

ＳＵＢＲＯＵＴＩＮＥＵＴＲＡＣＬＯＡＤ（ＡＬＰＨＡ，Ｔ－ＵＳ
ＥＲ，ＫＳＴＥＰ，ＫＩＮＣ，ＴＩＭＥ，ＮＯＥＬ，ＮＰＴ，ＣＯ
ＯＲＤＳ，ＤＩＲＣＯＳ，ＪＬＴＹＰ，ＳＮＡＭＥ）

ＩＮＣＬＵＤＥ′ＡＢＡ－ＰＡＲＡＭ．ＩＮＣ′
ＤＩＭＥＮＳＩＯＮＴ－ＵＳＥＲ（３），ＴＩＭＥ（２），ＣＯ

ＯＲＤＳ（３），ＤＩＲＣＯＳ（３，３）
ＣＨＡＲＡＣＴＥＲ８０ＳＮＡＭＥ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ（ａｅｃ１１＝４２６８５７ｅ６）
ｐａｒａｍｅｔｅｒ（ａｅｃ１２＝１１３４６８ｅ６）
ｐａｒａｍｅｔｅｒ（ａｅｃ４４＝１５６６９４ｅ６）
ｐａｒａｍｅｔｅｒ（ｂｅｃ１１＝１０２０８５ｅ６）
ｐａｒａｍｅｔｅｒ（ｂｅｃ１２＝５０２８０８ｅ６）
ｐａｒａｍｅｔｅｒ（ｂｅｃ４４＝２５９０２３ｅ６）
！ａｌｐｈａ为边界力在积分点的合力的大小
！Ｔ－ＵＳＥＲ（１），Ｔ－ＵＳＥＲ（２），Ｔ－ＵＳＥＲ（３）为

这个边界力的方向

ｉｆ（ｋｓｔｅｐ＝＝１）ｔｈｅｎ！第一个分析步
ｉｆ（ｓｎａｍｅ＝＝′ＡＳＳＥＭＢＬＹ－ＳＵＲＦＦＩＢＥＲ′）ｔｈｅｎ
！在纤维边界上加边界力

Ｔ－ＵＳＥＲ（１）＝ｄｉｒｃｏｓ（１，３）ａｅｃ１１
Ｔ－ＵＳＥＲ（２）＝ｄｉｒｃｏｓ（２，３）ａｅｃ１２
Ｔ－ＵＳＥＲ（３）＝ｄｉｒｃｏｓ（３，３）ａｅｃ１２
ｅｌｓｅｉｆ（ｓｎａｍｅ＝ ＝′ＡＳＳＥＭＢＬＹ－ＳＵＲＦＭＡ

ＴＲＩＸ′）ｔｈｅｎ
！在基体边界上加边界力

Ｔ－ＵＳＥＲ（１）＝ｄｉｒｃｏｓ（１，３）ｂｅｃ１１
Ｔ－ＵＳＥＲ（２）＝ｄｉｒｃｏｓ（２，３）ｂｅｃ１２
Ｔ－ＵＳＥＲ（３）＝ｄｉｒｃｏｓ（３，３）ｂｅｃ１２
ｅｎｄｉｆ
．．．从第二分析步到第六分析步的定义
ｅｎｄｉｆ
ａｌｐｈａ＝ｓｑｒｔ（ｔ－ｕｓｅｒ（１）ｔ－ｕｓｅｒ（１）＋ｔ－ｕｓｅｒ（２）

ｔ－ｕｓｅｒ（２）
　

!

　　＋ｔ－ｕｓｅｒ（３）ｔ－ｕｓｅｒ（３））
ｉｆ（ａｌｐｈａ．ｇｔ．１０ｅ－５）ｔｈｅｎ！判断合力是否

大于零

Ｔ－ＵＳＥＲ（１）＝Ｔ－ＵＳＥＲ（１）／ａｌｐｈａ
Ｔ－ＵＳＥＲ（２）＝Ｔ－ＵＳＥＲ（２）／ａｌｐｈａ
Ｔ－ＵＳＥＲ（３）＝Ｔ－ＵＳＥＲ（３）／ａｌｐｈａ
ｅｎｄｉｆ
ｒｅｔｕｒｎ
ｅｎｄ

２３　周期性边界条件和分析步设定
在式（２）中定义的边界条件实际上就是单胞

在边界上的周期性条件．在 ＡＢＡＱＵＳ中通过关键
词 ＴＩＥ来定义，ｉｎｐ文件中需要加入语句Ｔｉｅ，
ｎａｍｅ＝Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ－１，ａｄｊｕｓｔ＝ｎｏ，ｐｏｓｉｔｉｏｎｔｏｌｅｒ
ａｎｃｅ＝１０，注意一定要定义好 ＴＩＥ语句中的
ＰＯＳＩＴＩＯＮＴＯＬＥＲＡＮＣＥ，否定可能会得出错误的
结果．图１中给出了 ＡＢＡＱＵＳ中实现周期性边界
条件的具体过程，图１中有两个对应面，ＡＢＡＱＵＳ
中称为主面和从面，相当于图１中面 ＡＢＣＤ和面
ＥＦＧＨ的关系．当然要求网格划分后主面的网格
相对于从面要稀一点，这样从面内任意一点都可

以由主面内节点来约束．ａ，ｂ，ｃ为从面内划分网
格后的三个节点，１，２，３为主面内的三个节点．从
面内ａ点可以由对应点１来约束，即ａ点处与１点
处特征函数相等；从面上 ｂ点在主面上的对应点
为１点与２点的中点，ｂ点处的特征函数由１点、
２点处特征函数相加的一半得到；从面上 ｃ点在
主面内对应点为ｃ′，但是它并不是主面内的节点，
ｃ点处的特征函数由点１，２，３处特征函数关于形
状函数插值 ｃ′点得到，也就建立了 ｃ点处的特征
函数与点１，２，３处特征函数的多点约束．

!

"

#

!

"

#

!$

（ａ）从面　　　　　　　　（ｂ）主面

图１　周期性边界条件在ＡＢＡＱＵＳ中的实现

　　从式（４）中可以看出，随着 ｍｎ的变化，最多
要解９组三维弹性力学位移场问题，而由于对称
性，其实只有６组．在解这６组问题中，有限元方
程中的位移边界条件，形成左端项的刚度矩阵
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（网格固定的情况下）都不会变化，只是在热应力

方法中热膨胀系数变化，边界力方法中边界力变

化．基于上述分析，完全可以利用 ＡＢＡＱＵＳ提供
的线性摄动步 （ｌｉｎｅａｒｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓｔｅｐ）功能，把
上述６组问题当作６个线性摄动步来分析．采用
线性摄动步不需要在计算每一组时都重新形成刚

度矩阵，这样可以大大节约计算时间．
２４　应力在单胞上的积分

由 ＡＢＡＱＵＳ得到单胞特征函数后，为了得到
均匀化系数，需要通过数值积分计算式 （６），具体
计算中在单胞单元上采用高斯积分．

∫
Θ
σｉｊｄＶ＝∑

ｅ
∫ＶｅσｉｊｄＶ＝∑ｅ∑ｌ σ

ｌ
ｉｊＪ（Ｉ）Ｗ（Ｉ）．（１５）

式中：∑
ｅ
为在单胞所有单元上求和，∑

Ｉ
为在一

个单元高斯积分点在求和，σＩｉｊ为σｉｊ在高斯积分点Ｉ
的值，Ｊ（Ｉ）为单元高斯积分点 Ｉ上的 Ｊａｃｏｂｉａｎ值
（Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵行列式的绝对值），Ｗ（Ｉ）为在高斯
积分点 Ｉ的权重．均匀化系数的计算在 ＡＢＡＱＵＳ
通过自编脚本 （ＡＢＡＱＵＳｓｃｒｉｐｔｉｎｇ）文件来实现．

３　数值模拟
为了证实上述两种方法的可行性，对单向复

合材料性能进行预报．单胞模型取为单向纤维增
强复合材料的三维模型，采用 Ｃ３Ｄ８单元．纤维体
积分数 Ｖｆ ＝０２６７，纤维的弹性模量 Ｅｆ ＝
３７９２ＧＰａ，泊松比 νｆ ＝０２１，基体的弹性模量
Ｅｍ ＝６８９ＧＰａ，泊松比νｍ ＝０３３．为了比较结果
采用相同单胞用 ＭｏｒｉＴａｎａｋａ方法和自洽方法计
算的均匀化系数 （等效模量），表 １给出了结果．
从表１可以看到用 ＡＢＡＱＵＳ实现的两种方法计
算很接近，与 ＭＴＭ和 ＳＣＭ计算结果可以比较好
的对应，这也说明了方法的正确性．

表１　均匀化方法数值计算结果比较

Ｃ１１／ＧＰａＣ１２／ＧＰａＣ１３／ＧＰａＣ３３／ＧＰａＣ４４／ＧＰａＣ６６／ＧＰａ

热应力

方法
１３６２８ ５９３２ ５７３２ １８５４８ ３４９３ ３８１４

边界力

方法
１３６１３ ５９３０ ５７３０ １８５２２ ３４９０ ３８１０

ＳＣＭ １３６６ ６１８ ５７８ １８５７ ３７４ ４０１

ＭＴＭ １３４２ ６１４ ５７３ １８５６ ３６４ ３８２

４　结　论
１）通过通用有限元软件ＡＢＡＱＵＳ实现了均匀

化方法，包括热应力方法和边界力方法．验证热应
力方法和边界力方法对均匀化过程实现了一致性．
２）利 用 ＡＢＡＱＵＳ脚 本 程 序 做 到 了 在

ＡＢＡＱＵＳ环境很便捷的就可以得到均匀化系数计
算结果，对复合材料有效性能进行了预报．
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