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梁杆结构稳定性分析中的传递矩阵模型缩减法

张宏生，兰　朋，陆念力
（哈尔滨工业大学 机电工程学院，哈尔滨 １５０００１，ｈｓｚｈａｎｇｈｉｔ＠ｇｍａｉｌ．ｃｏｍ）

摘　要：为了准确地分析梁杆结构的稳定性问题并降低系统刚度阵的阶数，提出了基于传递矩阵法和精确
有限元的模型缩减法．将具有弹性支撑的非共线链式分支子结构当作一个超单元，结合梁单元精确刚度阵，
使用传递矩阵法联系两端载荷和位移关系，得到该超单元在整体坐标系下的刚度阵，且该刚度阵为与普通梁

单元同阶的对称方阵，可直接组装到系统刚度阵中．求解该缩减后系统刚度阵的行列式可得到结构的欧拉临
界力．由于子结构的内部自由度不出现在系统刚度阵中，在保证计算精度的同时极大降低了系统刚度阵的阶
数．典型算例的稳定性分析验证了方法的正确性和有效性．
关键词：有限单元法；稳定性分析；模型缩减；传递矩阵法
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　　有限元方法的核心是单元刚度阵，对于稳定
性分析，单元刚度阵的精度至关重要．很多学者
致力于梁杆单元刚度阵的推导．由于推导方式的
不同，梁杆单元刚度阵大致可以分成插值形函数

单元［１－２］、微分方程单元［３－４］和插值形函数并用

微分方程修正单元［５－６］．鉴于三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ插

值［１］的梁单元精度不高，在稳定性分析中，需要

３、４个单元拟合一根杆件才能获得满意的精
度［７］，但是这将极大地增加系统刚度阵的阶数，

从而导致计算费用急剧增加．因此文献［２－７］的
工作都是从单元层次改进单元的精度，达到一个

杆件只需要一个单元模拟即可．对于由 ｎ个节点
组成的平面结构，其系统刚度阵为３ｎ×３ｎ阶矩
阵．为了降低模型的求解规模，人们提出了基于静
力凝聚的子结构法［１］，但是该方法需要对内部自

由度的分块刚度阵求逆，当内部自由度阶数很高



时，求逆的工作量极大；且该方法应用于动力学分

析时精度极低．
对于链式结构，可以使用传递矩阵法来联系两

端的载荷和位移，Ｄｏｋａｉｎｉｓｈ［８］首先提出了使用传递
矩阵和有限元混合法，即用传递矩阵法来联系子结

构的边界自由度，并用该方法分析了板的振动问

题．Ｇｅｒａｄｉｎ和 Ｃｈｅｎ［９－１０］使用该方法并结合动态
刚度阵分析了阶梯梁的振动，但是文献［９－１０］
仅讨论了阶梯梁（轴线共线）结构，未涉及更具一

般性的具有弹性支撑的非共线结构问题．
本文结合精确单元刚度阵［４］，将非共线链式

分支子结构当作一个超单元，并考虑了弹性支撑

的影响．使用传递矩阵法联系边界载荷和位移，再
得到该超单元的刚度阵．由于传递矩阵法采用矩
阵连乘，避免了高阶求逆运算，在保证精度的同时

缩减了模型的计算规模，本文应用该方法对梁杆

结构进行了稳定性分析．

１　传递矩阵模型缩减法
由ｎ个单元组成具有弹性支撑的非共线链式

分支子结构平面模型如图１所示，其中第ｉ个单元
与整体坐标系ｘ轴夹角为θｉ，且在第ｉ个单元的右
端作用有两个刚度分别为ｋｘｉ和ｋ

ｙ
ｉ的位移弹簧和一

个刚度为ｋｍｉ的扭转弹簧．
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图１　链式分支子结构力学模型

　　第ｉ个单元在单元局部坐标系下的单元平衡
方程以分块矩阵表示为

珚Ｋｉ珚Ｕｉ＝
珚Ｋｅｉ，１１ 珚Ｋｅｉ，１２
珚Ｋｅｉ，２１ 珚Ｋｅｉ，

[ ]
２２

珚ＵＬｉ
珚Ｕ{ }Ｒ
ｉ

＝
珚ＦＬｉ
珚Ｆ{ }Ｒ
ｉ

＝珚Ｆｉ．（１）

　　单元载荷和位移在单元局部坐标系和整体坐
标系的转换关系为

珚Ｕｉ＝λｉＵｉ，

Ｆｉ＝λ
Ｔ
ｉ珚Ｆｉ，

Ｋｉ＝λ
Ｔ
ｉ珚Ｋｉλｉ

{
．

（２）

式中：λｉ为第ｉ个单元的方向转换阵．
将式（２）代入式（１），得整体坐标系下单元平

衡方程，并以分块矩阵表示为

ＫｉＵｉ＝
Ｋｅｉ，１１ Ｋｅｉ，１２
Ｋｅｉ，２１ Ｋｅｉ，

[ ]
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ＵＬｉ
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ｉ

＝
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ｉ

＝Ｆｉ．（３）

　　将式（３）写成传递矩阵形式为
ＵＲｉ
Ｆ{ }Ｒ
ｉ
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Ｆ{ }Ｌ
ｉ
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ｉ

．（４）

式中：
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ｅ
ｉ，１２）
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ｅ
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－１Ｋｅｉ，１１．
　　注意到第ｉ个单元右端和第ｉ＋１个单元左端
载荷和位移关系为

ＵＬｉ＋１
ＦＬｉ＋{ }

１

＝Ｓｉ
ＵＲｉ
Ｆ{ }Ｒ
ｉ

＝
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Ｆ{ }Ｒ
ｉ

．

（５）
式中：Ｉ３和０３分别为３阶单位阵和零阵，Ｋｓ，ｉ为由
３个弹性支撑刚度组成的３阶对角阵，

Ｋｓ，ｉ＝ｄｉａｇ（ｋ
ｘ
ｉ，ｋ

ｙ
ｉ，ｋ

ｍ
ｉ）．

综合式（４）和（５），得到相邻单元间载荷和位
移传递关系为

Ｔｉ＝ＳｉＲｉ，

ＵＬｉ＋１
ＦＬｉ＋{ }

１

＝Ｔｉ
ＵＬｉ
Ｆ{ }Ｌ
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{ ．
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　　由式（６）传递关系连乘，可以得出具有弹性
支撑的非共线链式分支子结构模型始末节点间载

荷和位移传递关系为

ＴＳ ＝Ｒｎ∏
ｎ－１

ｉ＝１
Ｔｉ，

ＵＲｎ
Ｆ{ }Ｒ
ｎ
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２２

ＵＬ１
ＦＬ{ }
１

{ ．
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　　从式（７）中解出该链式子结构的刚度阵为

　
ＦＬ１
Ｆ{ }Ｒ
ｎ

＝Ｄ
ＵＬ１
Ｕ{ }Ｒ
ｎ

＝
Ｄ１１ Ｄ１２
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式中：

Ｄ１１ ＝－（Ｔ
Ｓ
１２）

－１ＴＳ１１，
Ｄ２２ ＝Ｔ

Ｓ
２２（Ｔ

Ｓ
１２）

－１，

Ｄ１２ ＝（Ｔ
Ｓ
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Ｓ
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Ｓ
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Ｓ
１２）

－１ＴＳ１１．
由于本文式（２）的步骤，即将单元局部坐标

系下的载荷和位移转到整体坐标系下，可以方便

地处理非共线链式分支子结构的载荷和位移传递

问题．不难证明，式（８）表示的超单元刚度阵仍然
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是对称方阵，可以利用其对称性加速求解．并且式
（８）的刚度阵为总体坐标下刚度阵，可以按照“对
号入座”原则直接组装到系统刚度阵中；由于该

刚度阵为６×６阶对称方阵，当该子结构节点很多
时，本文方法将极大地缩减系统刚度阵的阶数．当
超单元边界上载荷和位移已经求出时，可以利用

式（７）依次求出每个内部单元的载荷和位移．

２　算　例
使用本文方法，对３个典型算例进行稳定性

分析，为了便于比较，引入无量纲稳定系数 ｍ ＝
ＰｃｒＬ

２／ＥＩ，其中Ｐｃｒ为欧拉临界力．
　　例１　计算两端铰支梁在弹性基础上的欧拉
临界力．应用５个均匀分布的位移弹簧模拟弹性
基础，如图２所示．ＥＩ和Ｋｙ分别表示梁的弯曲刚
度和弹簧常数，梁的总长为Ｌ．Ｋｙ由基础模量β决
定，Ｋｙ＝Ｌβ／６．对于基础模量β＝８０ＥＩ／Ｌ

４，Ｔｉｍｏ
ｓｈｅｎｋｏ［１１］使用能量法给出ｍ＝１７９７４８；Ｌｉ［１２］使
用传递矩阵法得出ｍ＝１７８６６６．使用ＡＮＳＹＳ的
Ｂｅａｍ３单元模拟杆并用 Ｌｉｎｋ１单元模拟弹簧，为
达到满意的计算精度，需要将每根杆离散为３个
梁单元．应用精确有限元法［４］，每根杆只需要划

分为１个单元，系统共有６个单元，若忽略轴向刚
度，考虑边界条件后将组成１２×１２的系统刚度
阵．而应用本文传递矩阵模型缩减法，并使用文献
［４］的ＢｅｒｎｏｕｌｌｉＥｕｌｅｒ梁精确刚度阵，将６根杆和
５个弹簧形成一个超单元，若忽略轴向刚度，考虑
边界条件后由该超单元组成的系统刚度阵为

２×２．各种计算方法及其结果比较如表１所示．
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图２　５个弹簧支撑的两端铰支梁

表１　五弹簧支撑的两端铰支梁计算结果比较

计算方法 系统刚度阵规模 ｍ

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ － １７９７４８

Ｌｉ － １７８６６６

ＡＮＳＹＳ ３６×３６ １７９７４６

精确有限元 １２×１２ １７９７４６

本文 ２×２ １７９７４６

　　例２　如图３所示，由３根参数相同的杆件呈
一定夹角组成３段折臂压杆结构，在顶端作用垂
直向下的载荷 Ｐ，各杆长度均为 Ｌ，梁的弯曲刚度

为ＥＩ，求取该结构的欧拉临界力．使用ＡＮＳＹＳ的
Ｂｅａｍ３单元模拟杆并将每根杆离散为３个单元，
整个系统共有９个单元．应用精确有限元法［４］，每

根杆只需要划分为１个单元，系统共有３个单元，
考虑边界条件后将组成９×９的系统刚度阵．而应
用本文传递矩阵模型缩减法，并使用文献［４］的
ＢｅｒｎｏｕｌｌｉＥｕｌｅｒ梁精确刚度阵，将３根呈一定夹角
的杆形成１个超单元，考虑边界条件后由该超单
元组成的系统刚度阵为３×３．各种计算方法及其
结果比较如表２所示．
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图３　三段折臂压杆结构
表２　三段折臂压杆结构计算结果比较

计算方法 系统刚度阵规模 ｍ

ＡＮＳＹＳ ２７×２７ ０４１７５４

精确有限元 ９×９ ０４１７５４

本文 ３×３ ０４１７５４

　　例３　如图４所示的菱形框架，左端作用１个
弹簧常数为 Ｋｘ的位移弹簧，底端固定，顶端作用
垂直向下的载荷Ｐ，求取该结构的欧拉临界力．使
用ＡＮＳＹＳ的Ｂｅａｍ３单元模拟杆并将每根杆离散
为１个单元，整个系统共有１２个梁单元．应用精
确有限元法［４］，每根杆只需要划分为１个单元，系
统共有４个单元，考虑边界条件后将组成９×９的
系统刚度阵．而应用本文传递矩阵模型缩减法，并
使用文献［４］的 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ梁精确刚度阵，
将单元Ｅ１、Ｅ２和弹簧形成一个超单元，并将Ｅ３和
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图４　菱形框架
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Ｅ４形成另１个超单元，整个系统由２个超单元组
成，考虑边界条件后由２个超单元组成的系统刚
度阵为３×３．各种计算方法及其结果比较如表３
所示．

表３　菱形框架计算结果比较

计算方法 系统刚度阵规模 ｍ

ＡＮＳＹＳ ３３×３３ １５９２１９７

精确有限元 ９×９ １５９１７２６

本文 ３×３ １５９１７２６

　　由表１～３可以看出，精确有限元法因为能够
将每根杆只用一个单元模拟即可得到满意精度，

所以较三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ插值［１］的梁单元计算精度

高，同时减少了系统刚度阵的规模．应用本文传递
矩阵模型缩减法并结合梁单元精确刚度阵，在保

证精度的基础上极大地缩减了系统刚度阵的阶

数．算例１～３成功地解决了弹性支撑阶梯柱、开
环和闭环结构的稳定性分析问题．

３　结　论
１）本文应用传递矩阵模型缩减法将具有弹

性支撑的非共线链式分支子结构当作一个超单

元，将单元局部坐标系下的载荷和位移转到整体

坐标系下，并结合精确单元刚度阵，使用传递矩阵

法联系边界节点上的载荷和位移，得到超单元对

称的刚度阵．
２）该超单元刚度阵和普通梁杆单元刚度阵

同阶，且位于总体坐标系下，可以直接组装系统刚

度阵．
３）对弹性支撑阶梯柱、开环和闭环结构３个

稳定性算例分析表明，本文方法在保证精度的基

础上，使系统刚度阵的规模得到有效缩减，适用于

梁杆结构的稳定性分析．
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