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液氦量子效应的路径积分蒙特卡罗模拟

周　杨，徐荣政，霍　雷
（哈尔滨工业大学 物理系，哈尔滨 １５０００１，ｚｙｚｍ７２２７＠ｙａｈｏｏ．ｃｏｍ．ｃｎ）

摘　要：为研究液氦中的量子效应，采用路径积分蒙特卡罗（ＰＩＭＣ）的方法对液氦体系进行模拟．在ｐｉｍｃ＋＋
的平台上计算了体系中发生交换的原子数、对关联函数、结构因子以及超流分数等物理量．模拟的结果表明：
对关联函数以及结构因子的值与实验数据符合得很好，ＰＩＭＣ可以对液氦中原子的微观排布进行精确的模
拟．在４Ｋ的范围内，随着温度的降低，发生交换的粒子数目越来越多，体系的量子效应越来越明显．温度在
临界温度２１７Ｋ左右的时候，体系出现超流，超流分数随着温度的降低而升高．路径积分蒙特卡罗可以精确
地模拟液氦的结构，并且反映出全同粒子交换和超流相变等量子效应．
关键词：液氦；量子效应；路径积分蒙特卡罗；超流
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　　氦４有气态、正常液体、超流和其它几种晶体
相．在２５３ｂａｒ压强以下，直到绝对零度氦４都保
持液体状态，即是所谓的永久液体．这个性质使液
氦成为研究宏观量子效应的系统之一［１］．液氦中
最重要的性质之一就是超流效应．当液氦的温度
冷却到２１７Ｋ以下，会发生从正常液体到超流液
体的相变．超流态的液氦可以无摩擦地流过毛细

管；当以不大的速度旋转盛有液氦的圆桶时，液氦

会保持它的初始运动状态；超流态液氦的热导率

趋于无穷．
路径积分蒙特卡罗方法（ＰＩＭＣ）的实现过程反

映了费曼的路径积分思想，同时反映了体系的全同

粒子交换效应，它可以对固态、液态、气态物质进行

模拟，得到相应的观测量［２－３］．尤其当系统维度非常
高时，ＰＩＭＣ方法同样可以进行有效的计算．除计算
基态性质，还可以对激发态进行计算［４］．

本文主要关注ＰＩＭＣ方法的实现和它所反映



的液氦中的物理．ＰＩＭＣ方法中使用了 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ的方法对氦原子的路径进行了抽样．
计算的结果必须反映液氦的物理．随着温度的降
低，体系的量子效应越来越明显．当德布罗意波长
和粒子的间距可以比较时，粒子之间会发生交换．
当液氦温度低于２１７Ｋ时，会发生一个二次相
变，体系从正常态变到超流态．

１　路径积分蒙特卡罗方法的实现
ＰＩＭＣ方法用密度矩阵来表示热力学量，并且

将其改写成虚时路径积分的形式．同时引入玻色
对称性的影响，通过 ＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法
对路径抽样从而实现观测量的计算．
１１　观测量的路径积分

对于一个具有固定的粒子数 Ｎ、温度 Ｔ和体
积Ｖ的统计系综，假设其哈密顿量为Ｈ，它对应的
波函数及其本征值是ｉ和Ｅｉ，平衡时算符Ｏ对应
的平均值为

〈Ｏ〉＝Ｚ－１∑
ｉ
〈φｉ｜Ｏ｜φｉ〉ｅ

－βＥｉ． （１）

式中：Ｚ为配分函数，β＝１／ｋＢＴ，ｋＢ为玻尔兹曼常

数，ｅ－
Ｅｉ
ｋＢＴ为温度为Ｔ时第ｉ个态被占据的概率［５］．
在位形空间中，Ｏ可以为

〈Ｏ＾〉＝１Ｚ∫ｄＲｄＲ′ρ（Ｒ，Ｒ′；β）〈Ｒ｜Ｏ｜Ｒ′〉． （２）

式中：ρ（Ｒ，Ｒ′；β）是密度矩阵，具体形式为
ρ（Ｒ，Ｒ′；β）＝〈Ｒ｜ｅ－βＨ｜Ｒ′〉＝

∑
ｉ
Φｉ（Ｒ）Φｉ（Ｒ

′）ｅ－βＥｉ． （３）

　　配分函数为

Ｚ＝∫ｄＲρ（Ｒ，Ｒ；β）． （４）

　　在坐标表象中作展开，这样密度矩阵所有的
矩阵元都非负，并且可以被解释为概率．计算中只
关注观测量的对角性质，对角意味着算符只依赖

于ρ（Ｒ，Ｒ；β）及其导数的值，而不依赖于ρ（Ｒ，Ｒ′；
β）的值．将式（４）写作对角的路径积分形式为

ρ（Ｒ０，Ｒ０；β）＝∫ｄＲ１…ｄＲＭ－１ρ（Ｒ０，Ｒ１；τ）·
ρ（Ｒ１，Ｒ２；τ）… ρ（ＲＭ－１，Ｒ０；τ）． （５）

式中：τ＝β／Ｍ，对于所有的Ｍ≥１，式（５）都精确
成立．Ｍ为有限时对应着一条离散路径，在 Ｍ→
∞的极限下，可以得到一条连续路径｛Ｒｔ｝，此处
０≤ｔ≤β［６］．

考虑到粒子的全同性，密度矩阵必须写成完

全对称的形式，这样系统具有新的边界条件

ＰＲｍ ＝Ｒ０，此处Ｐ为粒子置换算符．路径末位置进

行交换以后同样闭合，形成更大的闭合路径．配分
函数里面包含了所有Ｎ！个闭合回路的贡献．在零
温度时所有置换具有相同的贡献，在高温时只有

全同置换具有贡献，系统变为一个经典系统．
１２　路径抽样方法

当体系的维度不大的时候，可以解析地对求

解问题．否则，必须进行近似处理或者进行数值计
算．在ＰＩＭＣ方法在实现的过程中：
１）对路径进行抽样；
２）计算观测量的值；
３）对路径进行平均．如果抽取了Ｎ条这样的

路径，算符Ｏ的期望值可以表示为

〈Ｏ＾〉≈ １Ｎ∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｏ（Ｒｊｉ，Ｒ

ｊ
ｉ＋１；τ）． （６）

式中：ｊ指代第ｊ条路径Ｒｊ．
路径的产生分为置换抽样和路径抽样两个过

程．考虑到体系的玻色效应，必须首先进行置换抽
样．这一过程采用 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ蒙特卡罗方法，针对
不同的置换计算出相应的概率，构造一张置换表，

然后再产生随机数进行抽样．在路径抽样过程中，
使用了二分法．在抽样过程中，两个端点是固定
的．首先抽取虚时演化到一半的点，这种算法接着
抽取剩下两段的中点，这种过程一直重复下去，直

到抽取完整条路径．

２　液氦的路径积分计算
２１　对关联函数和结构因子

对关联函数ｇ（ｒ）以及它的傅立叶变换 ———
结构因子Ｓ（ｋ）描述了液氦中原子的微观排布，可
以通过中子散射或者 Ｘ射线实验得到精确测量．
如图１和图 ２所示，图 １中红线为在 ２５Ｋ时
ＰＩＭＣ的计算结果，黑点为相同温度下 Ｘ射线散
射实验的结果［７］．计算结果表明，在大于２?的范
围内，距离选定的原子越近，原子的分布越稠密，

找到一个原子的可能性越大，对应的对关联函数

的值越大．当距离非常远时，其余原子对于指定的
氦原子近似于各向同性的均匀分布，找到一个原

子的概率相等，对关联函数的值趋近于１．从图１
中可以看出，ＰＩＭＣ可以对液氦进行精确模拟．
２２　粒子置换随温度变化情况

在ＰＩＭＣ方法中，用一个数组来表示系统中
的粒子，每一个粒子都指定了一个标号ｉ，用Ｐｉ表
示与粒子ｉ发生置换的粒子标号［８］．列出粒子之
间可能出现的所有置换，并且计算其概率，列出置

换表．由于超过４个粒子的圈置换很难发生，所以
置换表截断到４个粒子置换．对于一个比较大的
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系统，可以设定一个比较小的正数ε，跃迁概率 ＜
ε的置换可以作丢弃处理．当造好置换表以后，可
以通过产生一个０～１之间均匀分布的随机数 ξ
来抽取置换．记置换表里第ｉ项概率为Ｐｉ，可以定
义累积概率ｃｊ为

ｃｊ＝∑
ｉ≤ｊ
ｐｉ． （７）

　　当ｃｋ－１ ＜ξ＜ｃｋ时，则抽取Ｐｉ对应的置换．
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图１　结构因子
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图２　对关联函数

　　随着温度的降低，粒子的波动性表现得越来
越明显．当粒子的热波长等于粒子的间距，波包发
生重叠，两个粒子发生交换．ＰＩＭＣ方法可以计算
不同温度下发生全同交换的粒子数．图 ３是对
３２个氦原子在饱和气压下计算得出的结果，从
图３中可以看出，随着温度的降低，发生交换的粒
子越来越多，量子效应变得越来越明显．
２３　周期性边界条件中的超流

二流体模型认为，在相变温度以下，液氦由正

常氦和超流氦组成．实验上超流性可以用系统对
其边界的响应来表征．旋转装有超流体的圆桶时，
如果转速不快，正常成分会随着桶壁旋转，超流成

分会保持静止．
ＰＩＭＣ方法采用周期性边界条件对液氦进行

模拟［９］．圆桶中的液氦可以看成是在平均半径为
Ｒ、间距为 ｄ的两个同心柱体之间运动．引入绕数
Ｗ，它等于路径从一个方向穿过环路的次数与环
路周长的乘积［１０］．超流密度和绕数的方均值成正

比，如果路径的绕数非零就意味着系统中出现了

超流［１１］．
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图３　交换粒子数随温度变化图

　　图４是 Ｄｏｎｎｅｌｌｅｙ的实验结果，黑点是 ＰＩＭＣ
对３２个氦原子拟合得到的结果．从图４中可以看
出随着温度的升高，超流分数越来越低，当温度高

于２１７Ｋ的时候，超流密度变为零，体系从超流
态转变到正常态．ＰＩＭＣ的计算结果反映了这一过
程，只要结果足够精确，就可以通过计算得到超流

相变温度．

!"# $"! $"# %"! %"#

!

!"%

!"&

!"'

!"(

$"!

!

)

*
!

! * +

图４　超流分数图

３　结　论
１）从对液氦的计算可以看出，ＰＩＭＣ的计算

结果和实验符合得很好．
２）ＰＩＭＣ的计算结果表明，随着温度的降低，

量子效应变得越来越重要，系统中发生交换的粒

子数越来越多．发生交换时，粒子的路径形成更大
的闭合回路，当出现贯穿整个拟合元胞的路径时，

系统就变成了超流态．
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