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ＭＯＴＯＭＡＮ机器人逆运动学新分析
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摘　要：为解决机器人逆解过程中存在解被丢失、大量矩阵逆乘、多组解的问题，提出了一种新的推导 ＭＯ
ＴＯＭＡＮ机器人逆运动学的方法．在解的推导过程中，采用双变量正切函数避免了解被丢失的可能性，回避
了大量的逆矩阵相乘，简化了求解过程，大大减少了计算量，针对有多阻逆解的情况，采用“最短行程”准则，

选取一组最接近于当前操作臂的解．研究成果已在深圳市元创兴科技有限公司自主研发的六自由度工业机
器人中得到成功应用．实际应用结果表明本文研究的方法是正确的．
关键词：六自由度机器人；逆运动学；解析解；最短行程
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　　机器人现有的逆解求解方法主要有解析
法［１－３］、几何法［４］、符号及数值方法［５］及近年出现

的神经网络法［６－８］等．在机器人逆解过程中，一般
在３６０°范围内计算机器人关节角度，但文献［２－
３］在解关节角时采用单变量反正切函数，一个反正
切函数的解可能被丢失．机器人反解有多解，但控
制机器人只能有一组解，所以必须选取一组解作为

最后确定的解，文献［２－３］中反解存在８组解，没
有给出怎样选取一组解作为最后反解的结果．

针对以上问题，本文在求关节变量时采用双

变量正切函数，这样通过自变量的符号确定关节

角度所在的象限，避免了解被丢失的可能性，针对

反解多解，采用“最短行程”准则选取一组最接近

于当前操作臂的解．

１　机器人运动学模型的建立
机器人运动学传统的描述方法是基于 Ｄ－Ｈ

方法［９］，用 Ｄ－Ｈ法建立了各杆坐标系如图１所
示，第ｉ－１系和ｉ系间的关系可以用坐标系的平
移和旋转来实现．这种关系可由表示连杆 ｉ对连
杆ｉ－１相对位置的４个齐次变换来描述，并叫做
矩阵Ａｉ．此关系式为

Ａｉ＝

ｃｏｓθｉ －ｓｉｎθｉｃｏｓβｉ ｓｉｎθｉｓｉｎβｉ ａｉｃｏｓθｉ
ｓｉｎθｉ ｃｏｓθｉｃｏｓβｉ －ｃｏｓθｉｓｉｎβｉ ａｉｓｉｎθｉ
０ ｓｉｎβｉ ｃｏｓβｉ ｄｉ











０ ０ ０ １

．

式中：θｉ为是关节ｉ的旋转角；βｉ为是关节ｉ和ｉ＋



１间的扭转角；ａｉ为是关节ｉ＋１的长度；ｄｉ为是关
节ｉ的偏距；ｉ＝０，１，２，…，６．

由六自由度机器人参考坐标系图，得到六自

由度机器人的Ｄ－Ｈ参数表如表１．

ｘ１

ｚ１

Ｘ

Ｚ
ｚ０

ｚ２

ｘ２

ｘ３
ｚ３

ｚ６

ｘ６ｘ５

ｚ４

ｚ５

ｘ４

ｘ０

图１　机器人Ｄ－Ｈ表示法参考坐标系

表１　Ｄ－Ｈ参数

关节 θ／（°） ｄ／ｍｍ ａ／ｍｍ β／（°） 关节变量范围／（°）

１ θ１ ０ Ｌ１１ －９０ －１７０～＋１７０

２ θ２ ０ Ｌ２ 　１８０ －４５～＋１５０

３ θ３ ０ Ｌ３ －９０ －７０～＋１９０

４ θ４ －Ｌ４ ０ 　９０ －１８０～＋１８０

５ θ５ ０ ０ －９０ －１３５～＋１３５

６ θ６ －Ｌ６ ０ 　１８０ －３５０～＋３５０

　　依照Ｄ－Ｈ表示方法原理，可以得到坐标系
Ｘ０－Ｚ０到坐标系Ｘ１－Ｚ１的变化矩阵为Ａ１，同理
相邻坐标系间的变化矩阵计为Ａ２，Ａ３，Ａ４，Ａ５，Ａ６．
这６个坐标变化矩阵的表达式如下：

Ａ１ ＝

Ｃ１ 　０ －Ｓ１　 Ｌ１１Ｃ１
Ｓ１ 　０ Ｃ１ Ｌ１１Ｓ１
０ －１ ０ ０











０ 　０ ０ １

，

Ａ２ ＝

Ｃ２ 　Ｓ２ 　０ Ｌ２Ｃ２
Ｓθ２ －Ｃθ２ 　０ Ｌ２Ｓ２
０ 　０ －１ ０











０ 　０ 　０ １

，

Ａ３ ＝

Ｃ３ 　０ －Ｓ３ Ｌ３Ｃ３
Ｓ３ 　０ 　Ｃ３ Ｌ３Ｓ３
０ －１ 　０ ０











０ 　０ 　０ １

，

Ａ４ ＝

Ｃ４ ０ 　Ｓ４ ０

Ｓ４ ０ －Ｃ４ ０

０ １ 　０ －Ｌ４　











０ ０ 　０ １

，

Ａ５ ＝

Ｃ５ 　０ －Ｓ５ ０

Ｓ５ 　０ 　Ｃ５ ０

０ －１ 　０ １











０ 　０ 　０ １

，

Ａ６ ＝

Ｃ６ 　Ｓ６ 　０ 　０

Ｓ６ －Ｃ６ 　０ 　０

０ 　０ －１ －Ｌ６











０ 　０ 　０ 　１

．

式中：Ｓｉ＝ｓｉｎθｉ；Ｃｉ＝ｃｏｓθｉ，则

Ｔ＝Ａ１Ａ２Ａ３Ａ４Ａ５Ａ６ ＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ











０ ０ ０ １

．

（１）
式中：

ｎｘ ＝－Ｓ１（Ｃ５Ｃ６Ｓ４＋Ｃ４Ｓ６）＋Ｃ１（Ｃ６Ｓ２３Ｓ５＋
Ｃ２３（Ｃ４Ｃ５Ｃ６－Ｓ４Ｓ６）），

ｎｙ ＝ Ｃ６Ｓ１Ｓ２３Ｓ５ ＋Ｃ１（Ｃ５Ｃ６Ｓ４ ＋Ｃ４Ｓ６） ＋
Ｃ２３Ｓ１（Ｃ４Ｃ５Ｃ６－Ｓ４Ｓ６），

ｎｚ＝－Ｃ４Ｃ５Ｃ６Ｓ２３＋Ｃ２３Ｃ６Ｓ５＋Ｓ２３Ｓ４Ｓ６，
ｏｘ ＝Ｃ６（Ｃ４Ｓ１＋Ｃ１Ｃ２３Ｓ４）＋Ｓ６（－Ｃ５Ｓ１Ｓ４＋

Ｃ１（Ｃ２３Ｃ４Ｃ５＋Ｓ２３Ｓ５）），
ｏｙ ＝Ｃ１（－Ｃ４Ｃ６＋Ｃ５Ｓ４Ｓ６）＋Ｓ１（Ｓ２３Ｓ５Ｓ６＋

Ｃ２３（Ｃ６Ｓ４＋Ｃ４Ｃ５Ｓ６）），
ｏｚ＝－Ｃ６Ｓ２３Ｓ４＋Ｓ６（－Ｃ４Ｃ５Ｓ２３＋Ｃ２３Ｓ５），
ａｘ ＝－Ｓ１Ｓ４Ｓ５＋Ｃ１（－Ｃ５Ｓ２３＋Ｃ２３Ｃ４Ｓ５），
ａｙ ＝－Ｃ５Ｓ１Ｓ２３＋（Ｃ２３Ｃ４Ｓ１＋Ｃ１Ｓ４Ｓ５），
ａｚ＝－Ｃ２３Ｃ５－Ｃ４Ｓ２３Ｓ５，
ｐｘ ＝－Ｌ６Ｓ１Ｓ４Ｓ５ ＋Ｃ１（Ｌ１１ ＋Ｌ２Ｃ２ －（Ｌ４ ＋

Ｌ６Ｃ５）Ｓ２３＋Ｃ２３（Ｌ３＋Ｌ６Ｃ４Ｓ５）），
ｐｙ ＝Ｌ６Ｃ１Ｓ４Ｓ５ ＋Ｓ１（Ｌ１１ ＋Ｌ２Ｃ２ －（Ｌ４ ＋

Ｌ６Ｃ５）Ｓ２３＋Ｃ２３（Ｌ３＋Ｌ６Ｃ４Ｓ５）），
ｐｚ＝－Ｌ４Ｃ２３ －Ｓ２（Ｌ２ ＋Ｌ６Ｃ５Ｓ３ ＋Ｃ３（Ｌ３ ＋

Ｌ６Ｃ４Ｓ５））＋Ｃ２（－Ｌ６Ｃ３Ｃ５ ＋Ｓ３（Ｌ３ ＋
Ｌ６Ｃ４Ｓ５）），

Ｓｉ＝ｓｉｎθｉ，
Ｃｉ＝ｃｏｓθｉ．
这样，由Ｔ可以得到机器人末端的位姿（位

置和姿态）．

２　运动学反解
逆运动学问题是已知机器人末端执行器的位

姿，求相应的关节变量．
将式（１）变形为

Ａ３Ａ４Ａ５ ＝Ａ
－１
２Ａ

－１
１ＴＡ

－１
６． （２）
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式（２）的左边

Ａ３Ａ４Ａ５ ＝

Ｃ３Ｃ４Ｃ５－Ｓ３Ｓ５ －Ｃ３Ｓ４ －Ｃ５Ｓ３－Ｃ３Ｃ４Ｓ５ Ｌ３Ｃ３＋Ｌ４Ｓ３
Ｃ４Ｃ５Ｓ３＋Ｃ３Ｓ５ －Ｓ３Ｓ４ Ｃ３Ｃ５－Ｃ４Ｓ３Ｓ５ －Ｌ４Ｃ３＋Ｌ３Ｓ３
－Ｃ５Ｓ４ －Ｃ４ Ｓ４Ｓ５ ０











０ ０ ０ １

． （３）

式（２）右边

Ａ－１２Ａ
－１
１ＴＡ

－１
６ ＝

ｎｘ′ ｏｘ′ ａｘ′ ｐｘ′

ｎｙ′ ｏｙ′ ａｙ′ ｐｙ′

ｎｚ′ ｏｚ′ ａｚ′ ｐｚ′











０ ０ ０ １

． （４）

式中：

ｎｘ′＝Ｃ１Ｃ２（ｎｘＣ６ ＋ｏｘＳ６）＋Ｃ２Ｓ１（ｎｙＣ６ ＋
ｏｙＳ６）－Ｓ２（ｎｚＣ６＋ｏｚＳ６），

ｎｙ′＝Ｃ２（ｎｚＣ６＋ｏｚＳ６）＋Ｓ２（Ｃ１（ｎｘＣ６＋ｏｘＳ６）＋
Ｓ１（ｎｙＣ６＋ｏｙＳ６）），

ｎｚ′＝Ｓ１（ｎｘＣ６＋ｏｘＳ６）－Ｃ１（ｎｙＣ６＋ｏｙＳ６），
ｏｘ′＝ Ｃ６（－Ｃ２（ｏｘＣ１ ＋ｏｙＳ１）＋ｏｚＳ２）＋

（ｎｘＣ１Ｃ２＋ｎｙＣ２Ｓ１－ｎｚＳ２）Ｓ６，
ｏｙ′＝－Ｃ６（ｏｚＣ２＋（ｏｘＣ１＋ｏｙＳ１）Ｓ２）＋（ｎｚＣ２＋

（ｎｘＣ１＋ｎｙＳ１）Ｓ２）Ｓ６，
ｏｚ′＝Ｓ１（－ｏｘＣ６＋ｎｘＳ６）＋Ｃ１（ｏｙＣ６－ｎｙＳ６），
ａｘ′＝－Ｃ２（ａｘＣ１＋ａｙＳ１）＋ａｚＳ２，
ａｙ′＝－ａｚＣ２－（ａｘＣ１＋ａｙＳ１）Ｓ２，
ａｚ′＝ａｙＣ１－ａｘＳ１，
ｐｘ′＝－Ｌ２－Ｃ２（Ｌ１１＋（ａｘＬ６－ｐｘ）Ｃ１＋ａｙＬ６Ｓ１－

ｐｙＳ１）＋（ａｚＬ６－ｐｚ）Ｓ２，
ｐｙ′＝（－ａｚＬ６＋ｐｚ）Ｃ２－（Ｌ１１＋（ａｘＬ６－ｐｘ）Ｃ１＋

ａｙＬ６Ｓ１－ｐｙＳ１）Ｓ２，
ｐｚ′＝（ａｙＬ６－ｐｙ）Ｃ１＋（－ａｘＬ６＋ｐｘ）Ｓ１．
１）求解θ１．由式（３）与式（４）中的矩阵元素

第三行第四列元素相等得到

θ１ ＝Ａｔａｎ２（－ａｙＬ６＋ｐｙ，－ａｘＬ６＋ｐｘ）
或

θ１ ＝Ａｔａｎ２（ａｙＬ６－ｐｙ，ａｘＬ６－ｐｘ）．
２）求解 θ２．依据两边矩阵（３），（４）中的第

一行第四列元素和第二行第四列元素分别相等得

到等式：

－Ｌ２－Ｃ２（Ｌ１１＋（ａｘＬ６－ｐｘ）Ｃ１＋ａｙＬ６Ｓ１－
　　　ｐｙＳ１）＋（ａｚＬ６－ｐｚ）Ｓ２ ＝Ｌ３Ｃ３＋Ｌ４Ｓ３，

（５）
（－ａｚＬ６＋ｐｚ）Ｃ２－（Ｌ１１＋（ａｘＬ６－ｐｘ）Ｃ１＋

　　　ａｙＬ６Ｓ１－ｐｙＳ１）Ｓ２ ＝－Ｌ４Ｃ３＋Ｌ３Ｓ３． （６）
令

ｕ＝Ｌ１１＋（ａｘＬ６－ｐｘ）Ｃ１＋ａｙＬ６Ｓ１－ｐｙＳ１，
ｖ＝ａｚＬ６－ｐｚ．

　　把ｕ，ｖ代入式（５）、（６）得到
－Ｌ２－ｕＣ２＋ｖＳ２ ＝Ｌ３Ｃ３＋Ｌ４Ｓ３， （７）
－ｖＣ２－ｕＳ２ ＝－Ｌ４Ｃ３＋Ｌ３Ｓ３， （８）

令

ｗ＝（Ｌ２３＋Ｌ
２
４－Ｌ

２
２－ｕ

２－ｖ２）／（２Ｌ２ ｕ
２＋ｖ槡

２），

将式（７）与与（８）两边平方然后相加化简得到

θ２ ＝Ａｔａｎ２（ｕ，ｖ）－Ａｔａｎ２（ｗ，± １－ｗ槡
２）．

　　３）求解θ３．式（７）与（８）是关于Ｓ３与Ｃ３的
方程组．所以可以解得

θ３＝Ａ (ｔａｎ２
（－Ｌ２－ｕＣ２＋ｖＳ２）Ｌ４－（ｖＣ２＋ｕＳ２）Ｌ３

Ｌ２３＋Ｌ槡
２
４

，

（－Ｌ２－ｕＣ２＋ｖＳ２）Ｌ４－（ｖＣ２＋ｕＳ２）Ｌ３
Ｌ２３＋Ｌ槡

)２
４

．

４）求解 θ５．依据两边矩阵（２），（３）中的第
一行第三列元素和第二行第三列元素分别相等得

到等式：

－Ｃ５Ｓ３－Ｃ３Ｃ４Ｓ５ ＝－Ｃ２（ａｘＣ１＋ａｙＳ１）＋ａｚＳ２，

（９）
Ｃ３Ｃ５－Ｃ４Ｓ３Ｓ５ ＝－ａｚＣ２－（ａｘＣ１＋ａｙＳ１）Ｓ２．

（１０）
假设：

ｈ＝（Ｃ２Ｓ３－Ｓ２Ｃ３）（ａｘＣ１＋ａｙＳ１）－
ａｚ（Ｓ２Ｓ３＋Ｃ２Ｃ３），

式（９）与（１０）两边分别乘以Ｓ３与Ｃ３，然后相
减，可以得到

θ５ ＝Ａｔａｎ２（± １－ｈ槡
２，ｈ）．

　　５）求解θ４．式（９）与（１０）两边分别乘以Ｃ３
与Ｓ３，然后相加得到
θ４＝Ａｔａｎ２（（ａｙＣ１－ａｘＳ１）／Ｓ５，（（Ｃ２Ｃ３＋Ｓ２Ｓ３）（ａｘＣ１＋

ａｙＳ１）－ａｚ（Ｓ２Ｃ３－Ｃ２Ｓ３））／Ｓ５）．
６）求解 θ６．依据两边矩阵（２），（３）中的第

三行第一列元素和第三行第二列元素分别相等，

可以得到

θ６＝Ａ (ｔａｎ２
Ｃ５Ｓ４（ｏｙＣ１－ｏｘＳ１）－Ｃ４（ｎｘＳ１－ｎｙＣ１）
（ｏｘＳ１－ｏｙＣ１）

２＋（ｎｘＳ１－ｎｙＣ１）
２ ，

－Ｃ５Ｓ４（ｎｘＳ１－ｎｙＣ１）＋Ｃ４（ｏｘＳ１－ｏｙＣ１）
（ｏｘＳ１－ｏｙＣ１）

２＋（ｎｘＳ１－ｎｙＣ１）
)２ ．

３　运动学反解不唯一性
从解的表达式中可以看到θ１，θ２，θ５分别有两
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个根，所以机器人有８组根．在实际运行中，如何
从机器人运动学的多组反解中选择一组合适的解

是一个值得研究的问题．一般地，具有多组反解的
机器人运动学问题可以采用优化算法来解决，定

义一个优化准则，选择满足优化准则的最优解作

为机器人运动学的确定反解．本文采用“最短行
程”准则选取一组最接近于当前操作臂的解．算
法流程图如图２所示．
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图２　最短行程准则流程图

４　验　证
按照如图３所示的具体步骤，利用计算机程

序进行计算，可以验证运动学解的正确性．
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图３　运动学验证流程图

　　已知输入各关节角分别为 －１８４９５４，
－３７６１８３，－５９７８６４，１９８６００，１１０９６７２，
７３６４８，正解得到机器人位姿为 ３８７２１７０，
－９９４２１０，－１０４７１７０，１８０．００００，－８９９９９９，０．
逆解得到的关节角为－１８４９５３，－３７６１８３，

－５９７８６４，１９８５９８，１１０９６７１，７３６４７．
计算结果表明，所得的解完全符合所赋初值．

５　结　论
１）得到六自由度机器人运动学反解，本文中

的模型Ａ３Ａ４Ａ５＝Ａ
－１
２Ａ

－１
１ＴＡ

－１
６ 是基于Ｄ－Ｈ方法的，

在解的过程中仅需一次矩阵逆乘，避免了大量的矩

阵逆乘，求解过程更简单．

　　２）在机器人逆解求关节角过程中，采用双变
量反正切函数，通过自变量的符号就可以确定关节

角度所在的象限，避免了解被丢失的可能性．
３）给出了六自由度机器人对应某一位姿的８

个位行，采用“最短行程“准则选取一组最接近于

当前操作臂的解．
４）本文提出的方法已经在深圳市元创兴科技

有限公司自主研发的工业六自由度机器人中成功

应用．
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