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一种５轴混联铣床运动学的矢量法分析

王　瑞，钟诗胜
（哈尔滨工业大学（威海）船舶工程学院，威海 ２６４２０９，ｗｒｈｉｔ＠１６３．ｃｏｍ．ｃｎ）

摘　要：介绍一种由３自由度并联机构和２自由度串联机构组成的５轴混联铣床．采用矢量分析的方法，引
入单位矩阵和四元素向量对运动学分析中的高阶转换矩阵进行降阶处理，实现机构输入参数与机构独立运

动参数之间的矩阵转化，解决了机构运动参数耦合的问题；详细推导出铣床的并联部分驱动输入速度、加速

度与机构动平台输出速度、加速度之间的数学关系，借助于运动学仿真分析软件验证了算法的正确性．该算
法对于具有运动参数耦合的并联机构或混联机构的运动学分析、动力学分析以及机构的运动控制具有一定

的参考价值．
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　　目前，混联机床已有多种结构形式，其基础理
论主要涉及以下几方面：运动学［１－９］、动力学、灵

活度、控制理论与方法、精度及参数标定研究等．
文献［１－９］中的运动学分析主要是分析机床位
置正逆解以及运动学仿真．哈尔滨工业大学、哈尔
滨量具刃具有限公司、瑞典 ＥＸＥＣＨＯＮ公司于
２００７年５月联合开发的 ＬＩＮＫＳ－ＥＸＥ７００型新型
５自由度混联数控铣床，具有大工作空间和静动
态刚度好的优点．

本文综合考虑机床运动参数的耦合，采用矢

量法［１０］对其并联机构运动学的速度、加速度进行

解析法分析，最后给出实例，通过 ＡＤＡＭＳ进行仿
真验证．

１　铣床结构
图１为 ＬＩＮＫＳ－ＥＸＥ７００型混联数控铣床的

结构简图．不同于Ｔｒｉｃｅｐｔ机构的３ＴＰＳ＋ＴＰ构型，
数控铣床分别由两 ＴＰＲ支路和一 ＳＰＲ支路连接
上方的定平台和下方的动平台，在动平台的中部

串联ＲＲ支路．其中 Ｔ为虎克铰，Ｐ为移动副，Ｒ
为转动副，Ｓ为等效球铰．

混联铣床的并联部分具有运动参数耦合的特

点，其动平台的位置参数是独立的，而姿态参数是

位置参数的数学函数，为了满足刀具的姿态灵活



性，在动平台上通过串联机构可以实现刀具在可

达空间范围内的任意姿态．通过理论分析，该型混
联铣床的自由度数为５．
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图１　混联铣床的结构简图

２　动系运动参数解耦
如图 １所示，分别建立定平台坐标系

ＯＸＹＺ（后文简称定系），动平台坐标系Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１，

（后文简称动系），刀具坐标系 Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２．定系固
定在机床上方的定平台上，其 Ｙ轴方向由虎克铰
Ｂ１指向虎克铰 Ｂ２，Ｘ轴过等效球铰 Ｂ３；动系固定
在下方的动平台上，其原点是串联机构第二个转

动副的中心，Ｙ１轴方向平行于转动副Ａ１和Ａ２的连
线，Ｘ１轴平行于 ＭＡ３，Ｚ１轴为第一个转动副的轴
线；刀具坐标系固定在刀具上，其原点在刀头点，

Ｚ２轴为刀具轴线，Ｘ２轴和Ｙ２轴初始复位状态分别
平行于定系的Ｘ轴和Ｙ轴．在运动学分析时，由于
串联部分的分析相对简单些，故本文只对复杂的

并联部分进行分析推导．
　　并联机构的动平台位姿可以用动系原点坐标
及动系姿态ＲＰＹ角来描述，即

Ｕ＝Ｕ（ｘＯ１，ｙＯ１，ｚＯ１，θｘ，θｙ，θｚ）．
其中：ｘＯ１，ｙＯ１，ｚＯ１是动系原点在定系中的坐标，用
来描述动平台的位置；θｘ，θｙ，θｚ是ＲＰＹ角，用来描
述动平台的姿态．
　　根据机构的特点，可知图１中的△Ｂ１ＭＡ３和
△Ｂ２ＭＡ３是直角三角形，Ｂ３Ａ３和 Ａ１Ａ２垂直，可以
推导出ｘＯ１，ｙＯ１，ｚＯ１，θｘ、θｙ，θｚ之间满足如下关系：

θｚ＝０，

θｙ ＝－２ａｒｃｔａｎ
ｄ２
ｚＯ

( )
１

， （ｃｏｎｄ．ｘＯ１ ＝－ｄ２），

θｙ ＝ (２ａｒｃｔａｎ
（－ｚＯ１－ ｚ２Ｏ１＋ｘ

２
Ｏ１－ｄ槡

２
２）

（ｘＯ１＋ｄ２ )）
，　（ｃｏｎｄ．ｘＯ１≠－ｄ２），

θｘ ＝－ａｒｃｔａｎ
ｙＯ１( )ｍ ，　（ｍ＝（ｘＯ１－ｂ）ｓｉｎθｙ＋ｚＯ１ｃｏｓθｙ）













 ．

（１）

　　由上述结果可知，动平台位置参数 ｘＯ１，ｙＯ１，
ｚＯ１是独立的，欧拉角θｘ，θｙ，θｚ是位置参数的三角
函数，同理欧拉角速度、角加速度均为动平台线速

度、线加速度的数学函数．借助于姿态角，通过坐
标变换可以获取并联机构的３路移动副的驱动长
度ｌｉ（ｉ＝１，２，３）．

３　运动学分析
如图２所示，用Ｌｉ表示第ｉ条支路两铰点间矢

量．则第ｉ条支路的单位矢量ｕｉ为
ｕｉ＝Ｌｉ／ｌｉ，

式中：ｌｉ为第ｉ杆的驱动长度，ｕｉ方向为ＢｉＡｉ．
ｖＡｉ、ａＡｉ可以用矢量表示为

ｖＡｉ＝Ｌｉ，　ａＡｉ＝ｖＡｉ．

　　对ｌ２ｉ ＝Ｌｉ·Ｌｉ等式两边分别对时间一阶求导
和二阶求导，可以得到第 ｉ杆输入速度和加速度

的矩阵表达式

ｌｉ＝ｕ
Ｔ
ｉｖＡｉ， （２）

ｌ̈ｉ＝ｕ
Ｔ
ｉａＡｉ＋（ｖ

Ｔ
ＡｉｖＡｉ－ｌ

２
ｉ）／ｌｉ． （３）

　　另一方面，铰点 Ａｉ的速度 ｖＡｉ也可以用动平
台的角速度ω＝（ωｘ，ωｙ，ωｚ）

Ｔ和动系原点Ｏ１的
线速度Ｖ＝（Ｖｘ，Ｖｙ，Ｖｚ）

Ｔ表示．
ｖＡｉ＝Ｖ＋ω×ｒＡｉ． （４）

式中：ｒＡｉ是动系原点Ｏ１坐标到铰点Ａｉ的位置矢量．
若以ε＝（εｘ，εｙ，εｚ）

Ｔ表示平台的角加速度，

Ａ＝（Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ）
Ｔ表示动系原点 Ｏ１的线加速度，

则铰点Ａｉ的线加速度ａＡｉ可表示为
ａＡｉ＝Ａ＋ε×ｒＡｉ＋ω×（ω×ｒＡｉ）． （５）

　　 设动系的速度为 Ｐ ＝（ωｘ，ωｙ，ωｚ，Ｖｘ，Ｖｙ，
Ｖｚ）

Ｔ，加速度为 Ｐ̈ ＝（εｘ，εｙ，εｚ，Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ）
Ｔ，式

（４）和式（５）可以改写为下列矩阵等式：
ｖＡｉ＝［Ｍ

Ａｉ
Ｐ］Ｐ， （６）
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ａＡｉ＝［Ｍ
Ａｉ
Ｐ］̈Ｐ＋Ｐ

Ｔ［ＨＡｉＰ］Ｐ． （７）
式中：

［ＭＡｉＰ］＝［ｉ×ｒＡｉ ｊ×ｒＡｉ ｋ×ｒＡｉ ｉｊｋ］∈Ｒ
３×６，

［ＨＡｉＰ］＝
ｉ×（ｉ×ｒＡｉ） ｊ×（ｉ×ｒＡｉ） ｋ×（ｉ×ｒＡｉ）

ｉ×（ｊ×ｒＡｉ） ｊ×（ｊ×ｒＡｉ） ｋ×（ｊ×ｒＡｉ） ［０］３×３
ｉ×（ｋ×ｒＡｉ） ｊ×（ｋ×ｒＡｉ） ｋ×（ｋ×ｒＡｉ）

［０］３×３ ［０］３×













３

∈

Ｒ３×６×６

式中：ｉ＝（１，０，０）Ｔ，ｊ＝（０，１，０）Ｔ，ｋ＝（０，０，
１）Ｔ，０＝（０，０，０）Ｔ．

另外，平台的角速度（ωｘ，ωｙ，ωｚ）
Ｔ和平台的

欧拉角速度（θｘ，θｙ，θｚ）
Ｔ之间满足等式：

ωｘ
ωｙ
ω









ｚ

＝
ｃｏｓθｚｃｏｓθｙ －ｓｉｎθｚ　 ０

ｓｉｎθｚｃｏｓθｙ ｃｏｓθｚ ０

－ｓｉｎθｙ









　　　 ０ １

·

θｘ　θｙ　θ( )ｚ
Ｔ ＝［Ｍωθ］ θｘ　θｙ　θ( )ｚ

Ｔ．（８）

方程组（１）表明欧拉角是位置参数的函数，其欧
拉角速度可以表示为

θｘ
θｙ
θ









ｚ

＝

θｘ
ｘＯ１

θｘ
ｙＯ１

θｘ
ｚＯ１

θｙ
ｘＯ１

θｙ
ｙＯ１

θｙ
ｚＯ１

θｚ
ｘＯ１

θｚ
ｙＯ１

θｚ
ｚＯ


















１

Ｖｘ
Ｖｙ
Ｖ









ｚ

＝［ＭθＶ］Ｖ．（９）

引入单位对角矩阵Ｅ３×３，利用转换矩阵Ｍωθ和ＭθＶ
可以将式（６）改写为
ｖＡｉ＝［Ｍ

Ａｉ
Ｐ］Ｐ＝

　　　［ＭＡｉＰ］
［Ｍωθ］［ＭθＶ］

Ｅ３×
[ ]

３

Ｖ＝［ＭＶｉ］Ｖ．（１０）

式中：

［ＭＶｉ］＝［Ｍ
Ａｉ
Ｐ］
［Ｍωθ］［ＭθＶ］

Ｅ３×[ ]
３

．

［ＭＶｉ］为动平台铰点Ａｉ的线速度与动系原点线速
度间的转换矩阵．该矩阵为Ｒ３×３型．

将式（９）代入式（２）中，得
ｌｉ＝ｕ

Ｔ
ｉｖＡｉ＝ｕ

Ｔ
ｉ［ＭＶｉ］Ｖ． （１１）

因此得到３路驱动输入速度（ｌ１，ｌ２，ｌ３）
Ｔ与运动平

台输出线速度Ｖ之间的关系等式

ｑ＝（ｌ１，ｌ２，ｌ３）
Ｔ ＝

ｕＴ１［ＭＶ１］

ｕＴ２［ＭＶ２］

ｕＴ３［ＭＶ３









］

Ｖ＝［ＧｑＶ］Ｖ．

（１２）
对式（１２）变换形式，可以获取动平台的输出线速
度（Ｖｘ，Ｖｙ，Ｖｚ）

Ｔ的表达等式

Ｖ＝［ＧｑＶ］
－１ｑ＝［ＧＶｑ］ｑ．

获取动平台的输出线速度后，利用式（９），式（８）
可以得到动平台的角速度

ω＝［Ｍωθ］［ＭθＶ］Ｖ， （１３）
从而获取动平台的速度（ωｘ，ωｙ，ωｚ，Ｖｘ，Ｖｙ，Ｖｚ）

Ｔ．
式（１３）两边对时间一阶求导，可以获取平台

角加速度（εｘ，εｙ，εｚ）
Ｔ的表达式

εｘ
εｙ
ε









ｚ

＝
ε１１ ε１２ ε１３ ε１４
ε２１ ε２２ ε２３ ε２４
ε３１ ε３２ ε３３ ε











３４

Ａｘ　Ａｙ　Ａｚ( )　１Ｔ ＝

［ＭεＡ］Ａｘ　Ａｙ　Ａｚ( )　１Ｔ． （１４）

　　同理引入单位对角矩阵 Ｅ３×３，四元素向量
Ａ^＝（Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ，１）

Ｔ，可以获得 Ｐ̈的表达式

（εｘ，εｙ，εｚ，Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ）
Ｔ ＝

［ＭεＡ］３×４
Ｅ３×３[ ]０

６×４

·

　　（Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ，１）
Ｔ ＝［Ｍ１］^Ａ． （１５）

式中：

０＝（０，０，０）Ｔ，^Ａ＝（Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ，１）
Ｔ，

［Ｍ１］＝
［ＭεＡ］３×４
Ｅ３×３[ ]０

６×４

．

将式（６），式（７），式（１１）和式（１５）带入式
（３）中，整理得
　　 ｌ̈ｉ＝ｕ

Ｔ
ｉ［Ｍ

Ａｉ
Ｐ］［Ｍ１］^Ａ＋Ｐ

Ｔ（ｕＴｉ［Ｈ
Ａｉ
Ｐ］＋

　　　　（１／ｌｉ）（［Ｍ
Ａｉ
Ｐ］

Ｔ［ＭＡｉＰ］－
　　　　［ＭＡｉＰ］

Ｔｕｉｕ
Ｔ
ｉ［Ｍ

Ａｉ
Ｐ］））Ｐ． （１６）

式中为矩阵的广义标量积［１０］．
对式（１６）整理后得
（ｕＴｉ［Ｍ

Ａｉ
Ｐ］［Ｍ１］）３×４Ａ^＝ｑ̈－Ｐ

ＴＨｑＰ Ｐ．（１７）
式中：

ｑ̈＝［̈ｌ１，̈ｌ２，̈ｌ３］
Ｔ，ＨｑＰ ＝

ｕＴ１［Ｈ
Ａ１
Ｐ］＋（１／ｌ１）（［Ｍ

Ａ１
Ｐ］

Ｔ［ＭＡ１Ｐ］－［Ｍ
Ａ１
Ｐ］

Ｔｕ１ｕ
Ｔ
１［Ｍ

Ａ１
Ｐ］）

ｕＴ２［Ｈ
Ａ２
Ｐ］＋（１／ｌ２）（［Ｍ

Ａ２
Ｐ］

Ｔ［ＭＡ２Ｐ］－［Ｍ
Ａ２
Ｐ］

Ｔｕ２ｕ
Ｔ
２［Ｍ

Ａ２
Ｐ］）

ｕＴ３［Ｈ
Ａ３
Ｐ］＋（１／ｌ３）（［Ｍ

Ａ３
Ｐ］

Ｔ［ＭＡ３Ｐ］－［Ｍ
Ａ３
Ｐ］

Ｔｕ３ｕ
Ｔ
３［Ｍ

Ａ３
Ｐ









］）６×６×６

．

　　引入四元素向量，从而使方程（１７）转化为三
元一次方程，该方程的解就是动平台线加速度

（Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ）
Ｔ，将线加速度代入式（１５），即可获取

动平台的角加速度（εｘ，εｙ，εｚ）
Ｔ，从而获取动平台
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的加速度向量 Ｐ̈＝（εｘ，εｙ，εｚ，Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ）
Ｔ．

４　运动学分析实例
ＬＩＮＫＳ－ＥＸＥ７００型混联铣床的并联机构结

构参数如下：ａ１ ＝６２０ｍｍ，ａ２ ＝６２０ｍｍ，ｂ＝
６７０ｍｍ，ｃ１ ＝１９５ｍｍ，ｃ２ ＝１９５ｍｍ，ｄ１ ＝
１９５ｍｍ，ｄ２ ＝５０ｍｍ，ｄ＝４７０ｍｍ．

机床处于某一位姿时，机构的驱动杆长度依

次为９０５８８４，９０５８８４，９０５８８４ｍｍ；设驱动杆的

伸长速度依次为１０，２０，－５ｍｍ／ｓ；伸长加速度依
次为１０，１０，－１０ｍｍ／ｓ２；运动时间为 ３ｓ．利用
ｍａｔｌａｂ数学分析工具进行计算，获取动平台的速
度和加速度曲线如图２所示．为了进一步验证算
法的正确性，利用 ＡＤＡＭＳ进行仿真建模，如图３
所示，借助ＡＤＡＭＳ的运动分析模块，可以得到动
平台的相关运动参数，结果如图４和图５所示，与
图３ｍａｔｌａｂ计算结果完全一致．表明上述算法正
确有效．
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图２　Ｍａｔｌａｂ分析的动系运动参数曲线

图３　ＡＤＡＭ仿真中的混联铣床

５　结　论
１）介绍了一种５自由度混联数控铣床，借助

矢量分析法，引入单位矩阵和四元素矢量，将转换

矩阵由高维变换为低维矩阵，实现了机构输入参

数与机构独立运动参数间的矩阵转化，解决了机

构运动参数耦合的问题．
２）详细推导了并联部分的输入速度、加速度与

运动平台输出的速度、加速度之间的数学关系．借
助ＡＤＡＭＳ运动分析软件验证了算法的正确性．
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图４　ＡＤＡＭ仿真动系原点的线速度和线加速度曲线
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图５　ＡＤＡＭ仿真中动系的角速度和角加速度曲线
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