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简单双足被动行走模型仿真和分析

胡运富，朱延河，吴晓光，赵　杰
（哈尔滨工业大学 机器人研究所，哈尔滨 １５０００１，ｈｕｙｕｎｆｕ１３４＠ｙａｈｏｏ．ｃｏｍ．ｃｎ）

摘　要：为了更准确理解双足被动机器人运动的本质特征，加强模型研究对实际样机设计的指导作用，采用
数值仿真和Ａｄａｍｓ验证的方法研究简单两杆直腿圆弧足被动模型．分析了该被动模型的特点并通过拉格朗
日法建立了与其对应的动力学模型；根据机器人稳定行走周期步态在相平面内表现为极限环特点，通过

Ｍａｔｌａｂ工具给出了理想模型稳态行走仿真的详细过程，分析并得出机器人能够周期稳态行走的初值条件，运
动特点和运动过程中动能、势能的分布、变化过程以及相互转化关系，同时利用 Ｍａｔｌａｂ的仿真结果实现 Ａｄ
ａｍｓ对现实样机模型稳态行走的仿真分析，为下一步对机器人稳定性分析提供了基础，为后续研究被动机器
人样机提供设计依据．
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　　传统双足机器人的研究主要是基于 ＺＭＰ稳
定判据和工业机器人轨迹跟踪的控制方法［１］．这
些机器人依赖于大力矩，高增益反馈的驱动系统

以及上层的轨迹规划和姿态平衡控制．复杂的控
制和驱动系统以及过高的能量消耗限制了此类机

器人的实用化．相对于传统机器人而言，被动步行
机器人以其结构和控制简单，步态自然，节能和在

非结构化环境中具有更好的移动能力等特点引起

广大学者的极大关注［２］．
Ｍｏｃｈｏｎ和 ＭｃＭａｈｏｎ研究仅依靠重力下坡的

机器人［３］，指出人类在行走过程中，部分依靠了

重力来驱动摆动腿运动，这与双摆很相似．在
１９８９年，ＭｃＧｅｅｒ发现［４－５］：完全不用驱动和控制

的机器人也能实现稳定的步行运动，进而提出了

“被动动力步行”概念．在此之后，许多人开始对
被动机器人进行了研究，Ｇａｒｃｉａ［６］，Ｃｏｌｌｉｎｓ［７］等还
对机器人行走的参数匹配问题进行了研究．近年
来美国 Ｃｏｒｎｅｌｌ大学［８］，ＭＩＴ［９］和荷兰的 Ｄｅｌｆｔ大
学［１０］在被动机器人研究方面成绩突出［１１］．被动



机器人具有自然的步态和类似于人类步行的能量

效率，通过研究被动步行可以更好地挖掘人类步

行的本质．然而，被动机器人理论研究尚不成熟，
理论模型与实际样机差异大，且所有的分析只能

建立在机器人能成功行走的基础上．
本文以此为出发点，从被动机器人模型的建

立、仿真过程和运动特点，都给出了详细的阐述；

利用数值仿真的结论，在 Ａｄａｍｓ中对实际样机模
型进行验证，给出了从机器人建模到能行走的全

过程分析；这将有助于快速理解被动机器人运动

的本质，为进一步深入研究被动机器人打下基础．

１　模型

建立的最简单的被动行走机器人模型如图

１，由两个刚性的直腿并通过一个被动铰链联结．
该模型中的两个直腿具有完全相同的质量和几何

参数，不同于以往研究的点足模型（点足模型与

实际机器人差异很大），该模型每条腿的质量都

是均匀分布的，大小为ｍ，其相对质心的转动惯量
均为Ｊ；腿长均为 ｌ；质心距离髋关节的距离为 ｃ；
考虑到运动的稳定性，采用圆弧足，半径为ｒ．
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图１　简单被动行走模型

　　为使仿真可行，作如下假设：
１）腿是刚性的，没有弹性变形且髋关节为无

阻尼无摩擦；

２）将足与地面的碰撞理想化，认为圆弧足不
发生变形和滑动，且碰撞是瞬时的，完全非弹性碰

撞，无打滑和弹起现象；

３）认为地面是刚性的、平坦的，且有小角度
的斜坡．

２　动力学建模
给定初始条件，该简单被动动力模型在重力

和自身的惯性作用下，可沿小坡度的斜面稳定地

向下行走．其每一步运动过程可分为如下两部分：
１）当摆动腿离开地面时，支撑腿绕支撑足做

倒立摆运动（支撑足与地面是纯滚动），而摆动腿

则绕髋关节做单摆运动，准确的描述是该摆动腿

绕沿着弧线轨迹运动的支点做单摆运动．此过程
为连续运动阶段．显然该过程中只有重力做功，故
其总的机械能是守恒的．

为使所建立的动力学方程适用性更广，将方

程无量纲化：令ＫＪ＝Ｊ／ｍｌ
２，Ｋｒ＝ｒ／ｌ，ＫＣ ＝ｃ／ｌ，且

将时间无量纲化为ｔ （ｇ／ｌ槡 ）；由拉格朗日方程推

导该阶段的动力学方程，可得

Ｍ１１ Ｍ１２
Ｍ２１ Ｍ[ ]

２２

θ̈１
θ̈[ ]
２

＝
ｆ１（θ，θ）

ｆ２（θ，θ[ ]）．
其中：

Ｍ１１ ＝ＫＪ＋（２Ｋｒ－１）
２＋（ＫＣ－１）

２＋２ＫＣＫｒ－
２Ｋｒｃｏｓθ１（２Ｋｒ＋ＫＣ－２），

Ｍ１２＝Ｍ２１＝ＫＣ［（Ｋｒ－１）ｃｏｓ（θ２－θ１）－Ｋｒｃｏｓθ２］，
Ｍ２２ ＝ＫＪ＋Ｋ

２
Ｃ，

ｆ１（θ，θ）＝Ｋｒθ
２
１ｓｉｎθ１（２－ＫＣ－２Ｋｒ）＋ＫＣθ

２
２ｓｉｎ（θ２－

θ１）（Ｋｒ－１）－２ｇＫｒｓｉｎβ＋ｇｓｉｎ（θ１ －
β）（２－ＫＣ－２Ｋｒ）－ＫＣＫｒθ

２
２ｓｉｎθ２，

ｆ２（θ，θ）＝－ＫＣ（Ｋｒ－１）θ
２
１ｓｉｎ（θ２－θ１）－

ｇＫＣｓｉｎ（θ２－β）．
２）当摆动腿与地面碰撞后，摆动腿和支撑腿

角色互换，同时碰撞是瞬时的，完全非弹性（摆动

足与地面无滑动），故在碰撞前后，两腿角速度发

生变化，而两腿角度不变，系统满足角动量守恒．
现可基于角动量守恒方程，描述碰撞过程：设碰撞

瞬间前后分别用上角标“－”和“＋”表示，系统角
动量用Ｌ表示．

对于碰撞点Ｂ和髋关节Ｈ角动量守恒：
Ｌ－Ｂ（θ

－
１，θ

－
１，θ

－
２，θ

－
２）＝Ｌ

＋
Ｂ（θ

＋
１，θ

＋
１，θ

＋
２，θ

＋
２），

Ｌ－Ｈ（θ
－
１，θ

－
１，θ

－
２，θ

－
２）＝Ｌ

＋
Ｈ（θ

＋
１，θ

＋
１，θ

＋
２，θ

＋
２）

{ ．
（１）

由前述分析知：

θ－１ ＝θ
＋
１，

θ－２ ＝θ
＋
２，

θ１ ＝－θ２
{

．

（２）

由方程（１），（２）可求出：θ＋１和 θ
＋
２．

该无膝被动模型的摆动方程和碰撞方程构成

了一个完整步态周期的动力学模型，为后续的仿

真和稳定性分析打下基础．
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３　ＭＡＴＬＡＢ数值仿真
只要设计的模型参数合理，并且所给的初始

条件恰当，该模型就能形成稳定的行走步态．现通
过具体例子说明 Ｍａｔｌａｂ仿真的过程．如设计的模
型几何参数如表１．

表１　每条腿的参数

腿质量／

ｋｇ

质心与髋

关节距离／

ｍ

腿长／

ｍ

腿对质心的

转动惯量 ／

（ｋｇ·ｍ２）

圆弧足

半径／ｍ

斜坡倾角／

ｒａｄ

１ ０．２５ ０．５ ０．０１ ０．１ ０．０１

　　非线性系统对初值极其敏感，且能控制的只
是其初始条件，其以后的运动是可预知的被动运

动．以机器人两脚同时着地且碰撞发生后的瞬间
为初始状态．被动动力行走机器人对初始状态有
严格的要求，它应该满足这样的条件：机器人摆动

腿的初始倾角及角速度在完成一个完整步态周期

后，应具有与其上一步相同或相近的倾角和速度，

从而可以实现周期性的行走运动．其初始状态可
由３个独立的参数来表示，即０ ＝（θ１，θ１，θ２）．

对机器人每个完整步态包括２次碰撞．机器
人稳定行走时，在一个周期中重力所做的功 ΔＥＰ
应等于这两次碰撞造成动能的损失ΔＥＰ．

ΔＥＫ－ΔＥＰ ＝０，

ΔＥＰ ＝２ｍλｇｓｉｎ（β），

θ１ｒ＋（ｌ－ｒ）ｓｉｎ（θ１）＝λ／４
{

．

（３）

其中λ为步长．
通常采用迭代的方法寻找能使被动行走机器

人稳定行走的初值，但是迭代初值的选取带有随

机性，合适的迭代初值很难选取．若选取不好则迭
代难于收敛，无法获得仿真初值．对于该被动行走
模型的动力学方程，通过能量分析的方法，利用方

程（３）寻找迭代初值范围．在该范围取 ０１ ＝
（０１３３６１，－１３９０００，－１３１０００）．在Ｍａｔｌａｂ中
作出仿真曲线，如图２所示．
　　图２中反映了该模型运动前１５步的曲线变
化，实线和虚线分别对应图１中的腿１和腿２．可
看出该模型在经过前几步调整后，运动逐渐稳定．
上图中的小圆圈“ｏ”分别表示双足同时着地时各
腿所对应的角度和角速度．

从图２（ａ）中可看出摆动腿的角位移变化幅度
大，而支撑腿的角位移变化幅度小，双腿重合时角

位移大于零，这说明双腿在所行走的斜面垂直位置

左侧重合．对于摆动腿在一个周期内的角度变化曲
线可以看出：摆动腿离地时首先有个反向回摆的过

程，然后向前摆动，最后回落与地面碰撞．
从图２（ｂ）中可看出支撑腿的角速度时刻小

于摆动腿的角速度．摆动腿的角速度变化范围比
较大，从负值到正值，再减小到负值；而支撑腿的

角速度始终为负值，这说明支撑腿是始终向前运

动的．碰撞时两腿速度的绝对值同时减小，故此刻
机器人动能是减小的．
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（ａ）双腿角度随时间的运动曲线
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（ｂ）双腿角速度随时间的变化曲线

图２　双腿运动状态随时间的变化曲线

　　 机器人的连续运动可由状态变量 （ｔ）＝
（θ１，θ２，θ１，θ２）来描述，每个状态变量对应空间中
的一个点，由这些点构成的空间称为“相空间”．
该空间所有的点都可以产生连续的运动，但只有

部分点可以形成成功稳定的周期步态．一个成功
步态的终点应该是下一步的起点．机器人双足着
地的状态是某步的起始状态或终点状态，通过研

究双足着地的状态，可判断机器人运动的周期稳

定性，双足着地状态可由状态变量 （ｔ）＝（θ１，
θ１，θ２）来表示．将每次双足与地碰撞后瞬间状态
用庞加莱截面横截，若截点为 Ｐ０，Ｐ１，Ｐ２，…，对于
任意截点Ｐｎ沿轨迹线演变到下个截点 Ｐｎ＋１的过
程为“庞加莱映射”．如果截点映射到自己，则该
点称为“不动点”，它表示该机器人运动是周期稳

定的．
图３（ａ）反映了该被动模型在所给的初始条

件下，腿１随时间变化的相图，每个线圈对应一个
完整步态，该图中体现了模型运动的两个阶段：Ａ
点为初始状态，从Ａ到 Ｂ阶段为腿１是支撑腿阶
段；在Ｂ点摆动腿（腿２）与地面碰撞造成支撑腿
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（腿１）角速度突变（绝对值变小），同时支撑腿和
摆动腿角色互换，故从Ｂ到Ａ腿１为摆动腿阶段，
在Ａ点腿１与地面碰撞其角速度突变（绝对值变
小），此时两腿角色再次互换．从图中还可看出腿
１作为支撑腿时因摆动腿与地碰撞造成的速度损
失要大于其自身作为摆动腿时与地面碰撞造成的

速度损失．经过前２圈的调整后，腿１的状态随时
间变化，收敛到同一个线圈中，这是后面要说的

“极限环”，它反应了该机器人的行走能呈现稳定

步态．
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（ａ）初值为０１ ＝（０１３３６１，－１３９０００，－１３１０００）
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（ｂ）初值为ｆＰ ＝（０１３３６１，－１４２９９０，－１２７３００）

图３　腿１的相图

　　当经过几个步态后，如果机器人的运动在其
对应的相图中重复在一个环线上运动时，该机器

人的运动就是稳定的，该环线即为“极限环”．该
环线上所对应的起始点为“不动点”；如果所给的

初始条件偏离不动点在一个小的范围内，那么经

过若干步后，机器人的运动相图轨迹会回到“极

限环”上，形成稳定步态．那么多小的范围能保证
运动收敛到极限环？这就需要求该不动点的吸引

盆，这不在本文讨论范围内．
现考虑如何求不动点．假设“相空间”中的不

动点为ｆＰ，由于系统强的非线性，故可以用非线
性函数Ｓ来表示空间中的点

ｎ＋１ ＝Ｓ（ｎ）．
这里的Ｓ是包括碰撞在内的一次完整的动态步行
的表达式，它反映了ｎ＋１和ｎ之间的关系，所有
的初始条件可以写为不动点和偏差的和：

ｎ ＝ｆＰ＋Δｎ．

　　虽然Ｓ高度非线性，但对于偏离不动点的小的
偏差Δｎ，仍然可用线性化的方法来估计相空间
ｆＰ＋Δｎ＋１ ＝Ｓ（ｆＰ＋Δｎ）≈Ｓ（ｆＰ）＋ＪΔｎ，

Ｊ＝Ｓ／．
　　该方程可简化为Δｎ＋１ ＝ＪΔｎ，Ｊ为雅克比
矩阵，其特征值的模是进行稳定性分析的关键．如
果其模 ＜１，则说明结果将收敛于不动点．雅克比
的表达式一般采用牛顿 －拉普森迭代函数来求
解．如果所给的初值接近于不动点的一定范围，可
快速求得不动点．过程如下：

重复

Δ＝［Ｉ－Ｊ］－１（Ｓ（）－），
＝＋Δ{

，

直到

｜Δ｜＜ε．
　　 对于上面所给的初值 ０１ ＝（０１３３６１，
－１３９０００，－１３１０００），求得不动点为 ｆＰ ＝
（０１３３６１，－１４２９９０，－１２７３００），将该不动
点作为模型运动的初始条件，由图３（ｂ）知此时腿
１的相图轨迹完全重复同一个线圈，此线圈也为
腿１所在相平面的“极限环”．
　　图４从能量的角度给出了模型在运动过程
中，动能、势能及其总的机械能的变化曲线，从图

中可以看出：在一步过程中，动能是先减小，后增

大，再减小，最后再增大；而势能的曲线变化趋势

正好相反，这说明摆动腿和支撑腿之间存在某种

耦合关系．每步结束时的动能几乎和该步开始时
的动能大小一样；每步结束时的势能几乎相当该

步开始时的势能的等差递减．在每一步的摆动阶
段，因为只有重力做功，故总的机械能守恒；在碰

撞阶段，因为动能突变，而势能不变，故总的机械

能也突变（减小）．在一个完整的步态周期中，重
力对系统所做的功等于因碰撞损失的动能．
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图４　模型运动过程中能量变化曲线

４　Ａｄａｍｓ仿真验证
由于双足被动行走机器人系统是复杂的非线

性动力系统，建立其动力学数学模型时需要对机

·３９４·第３期 胡运富，等：简单双足被动行走模型仿真和分析



械结构参数、行走环境参数进行简化、优化，而

ＡＤＡＭＳ的仿真环境更逼近实际的实物试验环境．
为了验证以上所分析的结果对以后实际物理样机

的成功行走有实际的指导意义，可将由 Ｍａｔｌａｂ求
出的不动点

ｆＰ ＝（０１３３６１，－１４２９９０，－１２７３００）
带入Ａｄａｍｓ的虚拟样机中作为初始条件，来验证
分析的合理性．
　　根据图１的模型，设计出该模型相对应的实
际的物理样机造型，其可通过两对对称的腿做成

一个“两直腿”模型如图５所示．该模型的建立，
解决了模型行走过程中侧向平衡问题；同时图中

棋盘路面的设计，避免了运动过程中摆动腿与地

面相碰的“擦地”现象．下面在 Ａｄａｍｓ中通过一些
仿真曲线来分析样机模型的运动特点．

图５　Ａｄａｍｓ虚拟样机仿真模型

　　从图６（ａ）可以看出经过及其短暂的调整（几
乎不用调整），机器人的运动很快收敛到“极限

环”上，呈现稳定的周期运动．可见，通过数值仿
真获得的不动点，可作为相应的实际的样机行走

的初值条件．
从图６（ｂ）中可看出，在同一完整步态周期

中，腿１（实线）作为摆动腿时角速度极值大于腿

２（虚线）作为摆动腿时的角速度极值，可见虽然
腿１和腿２在结构上是对称的，但在实际的运动
过程中表现出的运动形态并不对称．
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（ａ）腿１的相图
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（ｂ）双腿角速度随时间的变化曲线
图６　双腿运动状态随时间的变化关系曲线

　　图７中实线为腿２的足距离地面的高度，两条
虚线为两腿运动过程中的角度曲线．当高度小于０
时，说明腿２在摆动过程中足有“擦地”现象，该现
象起始于Ｃ点，在Ｅ点处结束，图中Ｄ点两腿角度
相等，即两腿重合，可见“擦地”发生在两腿重合之

前；“擦地”现象在实际的机器人行走中是不允许

的，而棋盘状路面的运用，可避免这种现象．
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图７　稳定行走时双腿角度变化曲线和腿２的足距地面高度

５　结　论
１）采用拉格朗日法建立了简单两杆直腿圆

弧足机器人行走步态的数学模型．
２）Ｍａｔｌａｂ仿真分析并得出了理想化模型能够

行走的初值条件、运动特点和运动过程中的能量

变化关系，体现了双足机器人运动的本质特征．
３）将 Ｍａｔｌａｂ仿真结果作为 Ａｄａｍｓ仿真的初

始条件，获得了更加接近真实机器人样机稳态行

走步态分析．而且在此虚拟样机平台上，可方便地
进行参数优化和性能预测，提早发现设计问题，减

少时间和经费的消耗，也可减少对物理样机的危

险操作．
４）仿真所提供的腿的长度、质量以及质心位

置等参数，为最终做出物理样机，成功在路面行走

奠定了基础． （下转第４９９页）
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