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利用三角剖分算法进行小天体物理属性计算
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摘　要：提出了一种利用三维散乱点对小天体表面进行三角剖分，并对小天体的多个物理属性进行估计的
简单快速算法．先将小天体表面的散乱点映射到单位球面上，再进一步映射到平面上进行三角网格剖分，避
免了非凸边界对原有拓扑结构的破坏．在形成三角网格的基础上，将对体积的积分转化为对多面体顶点坐标
的计算，并采用分割小四面体的算法简化了利用格林公式进行多次积分转化的计算过程，从而求出小天体的

体积、表面积、质心、转动惯量、惯量主轴及其引力势、引力场分布等多个重要的物理量．通过仿真分析了散乱
点数目对计算精度的影响，验证了该算法的正确性．
关键词：小天体；三维散乱点；三角剖分；体积积分；物理参数估计；格林公式
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　　对小天体形状、质量、密度、引力场、自旋轴等
基本物理性质的确定是探测任务的重点，不但能

够建立较为精确的动力学模型，为探测器的轨道

设计、自主导航提供参考［１］，也能够对小天体，乃

至整个太阳系的起源进行推断［２－３］．
如今有超过３３０００颗小行星的数据资料存

储在地面站数据库中，但仅通过地面观测确定的

小天体质量、体积等物理参数的精度是有限的．星
际探测任务的进行为精确估计小天体的物理参数

提供了基础［４］．在飞越、绕飞小天体的过程中可



以得到大量小天体的图像，从图像中提取的地表

特征点不但可以作为导航路标，同时可以利用这

些特征点在小天体固连坐标系中的位置对小天体

进行模型近似，估算出小天体的基本物理性质．本
文在假设小天体表面散乱特征点三维坐标已知的

情况下，研究了三维散乱点三维剖分的快速算法，

并进一步利用划分小四面体的方法估算出小天体

的多个基本的物理性质．

１　三维散乱点三角剖分的快速算法
对于表面经纬度间隔固定的特征点来说，可

以根据文献［５］的算法进行三角剖分．这种算法
简单有效，但特征点在单位面积上分布不均匀，

±９０°纬度附近的特征点要比０°纬度附近的特征
点分布更为集中，而且直接测量得到的表面特征

点一般不能满足这样的分布．Ｊａｌｏｂｅａｎｕ［６］提出利
用小波变换的方法对小天体模型进行网格剖分，

但计算复杂，计算量较大．
二维散乱点的三角剖分技术已经十分成熟，

而对于三维散乱点的剖分方法主要有局部投影

法［７］，Ｃｈｏｉ算法［８］以及 α形法［９］等．但局部投影
法需要对局部三角网格进行合并，分块工作也难

以自动完成；Ｃｈｏｉ算法中需要确定对所有点都可
视的一点Ｃ，但很多情况下并不存在这样的点，而
且Ｃ点的位置难以确定；α形法中对于参数α的选
择也较为复杂，不同密集程度的散乱点对应的 α
值也不相同．本文提出了一种基于投影变换的三
角网格剖分方法，简单有效，适用于对小天体等不

规则的闭合曲面进行三角剖分．
１１　三维散乱点的球面投影

由于小天体形状不规则、具有非凸边界，直接

对其表面的散乱点进行三角剖分会产生超出轮廓

范围的三角网格．这里采用球面投影将小天体的
三维坐标投影到一个单位球面上，即只用经纬度

表示三维散乱点的坐标，投影过程如图１所示．对
于经纬度相同，但半径不同的极为特殊的表面点，

可作为奇异点剔除，或重新改变投影球面经纬度

的定义方式．这样得到投影点都是三维凸包的顶
点，避免了非凸边界对特征点拓扑结构的破坏．
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图１　球面投影示意图

１２　三维散乱点的网格化
选取球面上的任意一点（不妨设纬度最低的

球面投影点）为基准点，并将其旋转到（０，０，－１）
处．将ｚ＝０的平面为参考平面，则单位球体上的点
（ｃｏｓｓｉｎθ，ｃｏｓｃｏｓθ，ｓｉｎ）和基准点的连线与
参考平面交点的坐标为（ｃｏｓｓｉｎθ／（ｓｉｎ＋１），
ｃｏｓｃｏｓθ／（ｓｉｎ＋１））．这样，三维点的坐标就与
平面投影点建立起了一一映射的关系，投影点随纬

度的增大而逐渐趋向于原点．利用球面坐标的过
渡，避免了局部投影法网格合并的过程，将三维散

乱点转化为二维散乱点的三角剖分问题，如图

２（ａ）所示．这样形成的三角网格并不包含有基准
点，考虑到形成的平面凸多边形的边界只对应于一

个三角面（其他三角网格的边是相邻两个三角面的

公共边），这些边界对应的顶点即为与基准点的相

邻特征点．将基准点与凸多边形的ｎ个边界相连，
形成多个三角网格，完成了对所有顶点剖分过程．
再将形成三角网格的顶点对应投影到三维球面相

应顶点，得到球面三维网格剖分的结果如图２（ｂ）
所示．将球面顶点的拓扑关系根据对应的经纬度以
及半径关系映射到小天体表面，就形成了对小天体

表面三角剖分模型，如图２（ｃ）所示．
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（ａ）三维散乱点的三角剖分　　　　（ｂ）球面三维网格划分　　　　　　（ｃ）小天体表面三角剖分

图２　三角剖分过程
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２　基于三角剖分的小天体物理参数确定
　　小天体的质量可以通过小天体对其他天体或者
探测器的轨道得到［１０］．假设小天体密度均匀，利用形
成的三角网格可以对小天体的多个物理参数进行确

定，包括小天体的体积、质心坐标、惯性张量、惯性主

轴等质量参数以及引力势及引力场分布等．
２１　小天体质量参数计算

ＢｒｉａｎＭｉｒｔｉｃｈ利用格林公式，将对体积的积
分计算先转化为对面的积分，然后转化为对边的

积分，最后转化为对各个顶点的计算［１１］．该算法
通用性强，但需要经过多次积分转化，要求各个面

的顶点要按逆时针排列，保证各个面的外法线方

向的一致性，计算过程比较复杂．由于已经进行了
三角剖分，可以采用分割多个小四面体的算法，通

过求和得出总体积以及惯性张量等物理参数．
选取小天体模型内部一点ａ与各个三角面的

顶点相连，将小天体模型划分为 Ｎ个小四面体，Ｎ
为三角网格的个数．假设 ａｉ，ｂｉ，ｃｉ，ｄｉ分别为小四
面体的顶点的坐标，则第ｉ个四面体的体积为
Ｖｉ＝（ｂｉ－ａｉ）·（ｃｉ－ａｉ）×（ｄｉ－ａｉ）／６．
质心为

ｋｉ＝（ａｉ＋ｂｉ＋ｃｉ＋ｄｉ）／４．
这里选取ａ＝（０，０，０），由于小天体的形状近似椭
球体，因此ａ与某个三角形的连线一般不会与其他
三角形面相交，整个小天体的体积可以表示为

Ｖ＝∑
Ｎ
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１
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假设密度均匀，质心位置可表示为
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　　小天体对于坐标原点的惯性张量为
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其中Ｍ代表小天体的总质量，若认为小天体密度

均匀，则有Ｍ ＝ρ∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｖｉ．为简化计算，将对 ｘｙｚ轴

上的积分转化为对轴（ｂ－ａ），（ｃ－ａ），（ｄ－ａ）上
的积分．考虑第ｉ个四面体内的点ｐｂ＋ｑｃ＋ｒｄ，其
中０≤ｐ，ｑ，ｒ并且ｐ＋ｑ＋ｒ≤１．通过积分变换，惯
性张量矩阵的各个子元素可以表示为

　∫Ｖｉ
ｘ２ ｘｙ ｘｚ
ｘｙ ｙ２ ｙｚ
ｘｚ ｙｚ ｚ
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１－ｐ－ｑ

０ ∫
１－ｐ

０∫
１

０
（ｐｂ＋

　　ｑｃ＋ｒｄ）（ｐｂ＋ｑｃ＋ｒｄ）Ｔｄｐｄｑｄｒ＝

　　 １
１２０［ｂ·ｃ×ｄ］［（ｂ＋ｃ＋ｄ）（ｂ＋ｃ＋ｄ）

Ｔ＋

　　ｂｂＴ＋ｃｃＴ＋ｄｄＴ］． （３）
将式（３）的各个元素代入式（４）可得Ｊｏ．
根据平行轴定理，小天体对于质心的惯性张

量为

Ｊｃ＝
　Ｉｘｘ －Ｉｘｙ －Ｉｘｚ
－Ｉｙｘ 　Ｉｙｙ －Ｉｙｚ
－Ｉｚｘ －Ｉｚｙ 　Ｉ










ｚｚ

＝

　　Ｊｏ＋Ｍ

ｋ２ｙ＋ｋ
２
ｚ －ｋｘｋｙ －ｋｘｋｚ

－ｋｘｋｙ ｋ２ｘ＋ｋ
２
ｚ －ｋｙｋｚ

－ｋｘｋｚ －ｋｙｋｚ ｋ２ｘ＋ｋ
２









ｙ

．

其中ｋｘ，ｋｙ，ｋｚ是利用式（１）求得的小天体质心的
坐标．

通过求Ｊｃ特征值的方法可以求得小天体的
质心惯量主轴，由于小天体一般绕最大惯量主轴

自旋（少数小天体绕最小惯量主轴自旋），可将此

作为对小天体自旋轴方向的参考．
若ａ与某个三角形的连线与其他三角形面相

交，则会产生重复计算的过程．为提高计算精度，
则可采用下面两种方式进行处理：１）利用平面将
小天体重新分割成多个部分，分别计算各个部分

的物理参数，然后进行合并计算．２）根据相交顶
点求解出重复计算的多面体，并在计算结果中减

去这些多面体带来的各个物理参数的重复计算．
２２　小天体引力势以及引力场分布

根据参考文献［１２］的算法可以将小天体的
引力势Ｕ以及引力场Ｕ用多面体的边和面的各
个变量和的形式表示如下：

　Ｕ＝１２Ｇσ∑ｅ∈Ａｅｄｇｅｓ
ｒｅ·Ｅｅ·ｒｅ·Ｌｅ－

１
２Ｇσ∑ｆ∈Ａｆａｃｅｓ

ｒｆ·

Ｆｆ·ｒｅ·ωｆ，

Ｕ＝－Ｇσ∑
ｅ∈Ａｅｄｇｅｓ

Ｅｅ·ｒｅ·Ｌｅ＋Ｇσ∑
ｆ∈Ａｆａｃｅｓ

Ｆｆ·ｒｆ·ωｆ．

其中，Ｇ为万有引力常数；σ为小天体的密度；ｒｅ，
ｒｆ分别是从场点到多面体边、面上某一点的矢量；
Ｆｆ＝ｎ^ｆ^ｎ

Ｔ
ｆ是面的单位法向量自身相乘得到的对
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称矩阵；Ｅｅ是由边的两个面的法向量以及与边的
两个法向量计算得到的对称矩阵；Ｌｅ是边上势能
的对数表示，ωｆ是场点对某个三角面的立体角，
三者表达式如下：

Ｅｅ≡ ｎ^Ａ（^ｎ
Ａ
ｅ）
Ｔ＋ｎ^Ｂ（^ｎ

Ｂ
ｅ）
Ｔ，

Ｌｅ＝∫ｅ
１
ｒｄｓ＝ｌｎ

ｒｉ＋ｒｊ＋ｅｉｊ
ｒｉ＋ｒｊ－ｅｉｊ

，

ωｆ＝２ａｒｃｔａｎ
ｒ１·ｒ２×ｒ３

ｒ１ｒ２ｒ３＋ｒ１（ｒ２·ｒ３）＋ｒ２（ｒ３·ｒ１）＋ｒ３（ｒ１·ｒ２）
．

　　这样，仅利用小天体表面散乱特征点的分布，
就可以估计小天体的多个物理性质．

３　仿真结果及分析
利用本文提出的算法分别对Ｅｒｏｓ、Ｉｄａ、Ｉｔｏｋａ

ｗａ三颗小天体的１０００个表面散乱点进行三角剖
分，所得的模型如图３所示．从图中可以看出，三
角剖分效果良好，能够反映出小天体的三维模型．
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图３　Ｅｒｏｓ，Ｉｄａ，Ｉｔｏｋａｗａ小天体三角剖分结果

　　图４，图５分别是利用形成的三维网格模型
对Ｅｒｏｓ小天体ｚ＝０，ｘ＝０，ｙ＝０各个平面上的
引力势的等势线以及ｚ＝０平面上各个方向上引
力场强度分布示意图．利用小天体表面点得到引

力势以及引力场强度的分布，即可建立起比球谐

项展开具有更高精度的动力学模型［９］，为小天体

绕飞及着陆段的轨道设计以及导航、制导等工作

提供基础．
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图４　Ｅｒｏｓ小天体等势线图
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图５　Ｅｒｏｓ小天体引力场强度分布图

　　图６是采用Ｅｒｏｓ小天体模型，其表面点数目
与利用本文算法计算的体积、表面积、质心位置以

及引力势的关系曲线．图６的左起第１幅图中虚
线之间部分是文献［２］中对体积的估计范围，与
利用三角剖分得到的结果基本一致．从图中看出

表面点数目大于１００００时，即表面点的平均相邻
距离小于３５０ｍ时，对这些物理性质的数值估计
基本上能够达到稳定．这为小天体观测过程中表
面点数目的选取提供了一定的依据．
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图６　表面点个数对体积、表面积、质心位置及引力势的影响

４　结　论
１）将小天体的基本物理参数用三角剖分后

的多面体的顶点坐标表示，将小天体多个物理参

数的估计问题转化为测量表面特征点的位置坐

标．但仿真过程中假设对表面点的位置坐标的测
量是精确的，应更为全面地考虑表面点位置的测

量误差，分析其对小天体物理参数估计的影响．
２）利用球面投影将非凸边界的三维网格剖

分转化为二维三角剖分问题，适合对小天体表面

散乱点的三角剖分．该算法没有考虑到投影变换
引起特征点之间的距离变化，所形成的三角网格

不一定是最优剖分，需要继续优化剖分结果．
３）利用分割小四面体的算法简化了利用积

分变换的计算过程，用表面点坐标描述了小天体

的多个物理参数．但引力势、引力场的求解过程中
需要用到三角函数计算，求解较慢．如何简化计算
过程，减少计算时间也是今后研究的重点．
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