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一种基于非光滑切换曲面的控制设计
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摘　要：为了提高控制设计的灵活性，针对一类二阶不确定系统提出一种基于非光滑切换曲面的控制设计
方法．该方法基于控制系统自稳定域的概念，首先构造以线性Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ曲面作为边界的自稳定域，然后设计
反馈控制律，利用微分方程解与空间非光滑曲面的关系判据，证明在该控制律的作用下系统轨迹将在有限

时间内到达所设计的自稳定域边界并进入其内部．结果表明：该方法放宽了对自稳定域边界光滑性的要求，
提高了设计的灵活性．数值算例验证了设计的正确性和有效性．
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　　削弱或消除抖振是变结构控制在实际应用中
要着重解决的问题．关于抖振抑制方面的研究可
以参考文献［１－３］．文献［４－５］进行的研究是
基于扩展滑模面的，即将原来的单一滑模面扩展

为扇形区域．然而，这些方法没有摆脱滑模控制的
框架，所设计的扇形区域形式单一，灵活性不足，

没有通用性．Ｈａｎ等［６］从二阶系统的特点出发提

出自稳定域（ＳＳＲ，Ｓｅｌｆ－ＳｔａｂｌｅＲｅｇｉｏｎ）的概念，
在自稳定域中的系统轨迹将收敛至系统的平衡

点．Ｈｕａｎｇ等［７－８］又在此基础上给出了二阶和高

阶系统的自稳定域的构造，并证明了其收敛性．借

助自稳定域的概念，控制设计的收敛域已经不同

于以往的选择为平衡点或超平面，而是扩展为一

个包含平衡点的区域，这将为控制设计带来方便．
但是Ｈｕａｎｇ所构造的自稳定域边界是光滑的，在
一定程度上限制了设计的灵活性．非光滑分析的
发展为研究微分方程解与状态空间中非光滑曲面

的关系提供了可能．Ｚｈｅｎｇ［９］基于 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ［１０］和
Ｃｌａｒｋｅ等［１１］的研究成果，利用非光滑分析中关于

Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ曲面几何性质的切锥描述，将原有的Ｆｉｌ
ｉｐｐｏｖ解关于状态空间中光滑曲面的梯度判据扩
展为新的相依锥判据．

本文针对一类二阶不确定系统，基于 ＳＳＲ的
定义构造具有线性 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ边界的自稳定域，放
宽了对自稳定域边界光滑性的限制．在此基础上，



依据系统轨迹与自稳定域边界曲面的关系，使设

计控制律满足相依锥判据中的穿越条件，从而保

证ＳＳＲ外的系统轨迹在有限时间内到达 ＳＳＲ的
边界并进入其内部．在该控制律的作用下，闭环
系统轨迹将最终收敛到平衡点．

１　数学基础
１１　自稳定域（ＳＳＲ）

众所周知，对于二阶系统的滑模控制，所有稳

定的滑模面都在相平面的第２和第４象限，Ｈａｎ
等学者从二阶系统的固有特性出发，给出了 ｎ阶
系统自稳定域的概念．

定义１［６］　设Ｇｎ瓗
ｎ是状态空间中包含原

点的区域，即０∈Ｇｎ．对于ｘ（０）∈Ｇｎ，若存在Ｔ＞
０，使得ｘ（ｔ）∈Ｇｎ对于ｔ＞Ｔ成立，且ｘ（ｔ）→０，
则称Ｇｎ为该系统的自稳定域．
１２　Ｆｉｌｉｐｐｏｖ解

考虑如下微分方程：

Σｎ：ｘ＝ｆ（ｘ，ｔ），ｘ（ｔ０）＝ｘ０． （１）
其中ｘ∈瓗ｎ表示状态向量，可测实函数ｆ：瓗ｎ×
瓗→瓗ｎ有界且几乎处处有定义．

定义 ２［１０］　 向量函数 ｘ（ｔ）在时间区间
［ｔ０，ｔ１］上是式（１）的Ｆｉｌｉｐｐｏｖ解，若ｘ（ｔ）绝对连
续且对于几乎所有的ｔ∈［ｔ０，ｔ１］满足

ｘ∈
ａ．ｅ．
Ｋ［ｆ］（ｘ）．

其中：

Ｋ［ｆ］（ｘ）＝∩
δ＞０　
∩
μＮ＝０
ｃｏｆ（Ｂδ（ｘ）／Ｎ）．

μＮ＝０表示集合Ｎ的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度为零，ｃｏ表示
凸的闭包，Ｂδ（ｘ）＝｛ｙ∈瓗

ｎ：‖ｙ－ｘ‖ ＜δ｝表
示以ｘ为中心δ为半径的开球．
１３　相依锥判据穿越条件

在给出相依锥判据穿越条件之前，首先给出

ｎ维空间线性Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ曲面的描述．
定义３　设ｆ：瓗ｎ→瓗为一个给定函数．称ｆ

在ｘ附近是Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ的，当存在正数Ｋ和δ，使
‖ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ′）‖≤Ｋ‖ｘ－ｘ′‖，

对于所有ｘ，ｘ′∈Ｂδ（ｘ）成立．
定义４　设Ｄｉ瓗

ｎ，ｉ＝１，…，ｒ，满足∪ｒｉ＝１Ｄｉ＝

瓗ｎ，且Ｄｉ∩Ｄｊ＝，其中ｉ≠ｊ，且ｉ，ｊ≤ｒ，称Ｓ为

瓗ｎ中的线性Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续曲面，若Ｓ构成一个单
连通集，０∈Ｓ，且满足

Ｓ＝｛ｘ｜Ｓｉ（ｘ）＝Ｃｉｘ＋ｄｉ＝０，Ｃ
Ｔ
ｉ∈瓗

ｎ，

ｄｉ∈瓗，ｘ∈Ｄｉ，ｉ＝１，…，ｒ｝． （２）

瓗ｎ空间被Ｓ分成两个单连通域：

Ｓ＋＝∪ｒ
ｉ＝１｛ｘ｜Ｓｉ（ｘ）＞０｝，

Ｓ－＝∪ｒ
ｉ＝１｛ｘ｜Ｓｉ（ｘ）＜０｝

{ ．
（３）

其中Ｓ＋∩Ｓ－＝．
为了叙述方便，将Ｓ记作
Ｓ＝｛ｘ｜ｆｘ（ｘ）＝０，ｘ∈瓗

ｎ｝．
其中：ｆｘ（ｘ）是线性Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续函数．

定义５［１２］　紧集Ω瓗ｎ，ｘ∈瓗ｎ，则在ｘ处
Ω的相依锥定义为

ＴＢΩ（ｘ）＝ ｙ∈瓗ｎ：ｌｉｍｉｎｆ
ｈ↓０

ｄΩ（ｘ＋ｈｙ）
ｈ ＝{ }０ ．

其中，ｄΩ（ｘ）＝ｉｎｆ｛‖ｘ－ｙ‖：ｙ∈Ω｝表示瓗
ｎ中

的点ｘ与子集Ω的距离．相依锥仅对紧集Ω边界
上的点有意义，可以认为ＴＢΩ（ｘ）是集合Ω边界曲
面的相依锥，即从Ω边界点ｘ指向Ω内部所有方
向矢量的集合．

定理１（穿越条件［９］）　空间 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ曲面 Ｓ
及区域Ｓ＋、Ｓ－分别由式（２）和式（３）给出，若微
分方程（１）的Ｆｉｌｉｐｐｏｖ解存在，且

∪
ｘ∈Ｓ－＋Ｓ

Ｋ［ｆ］（ｘ）∩
ｘ∈Ｓ
Ｉｎｔ｛ＴＢＳ＋Ｓ＋（ｘ）｝．

则当初始条件满足ｘ（ｔ０）∈Ｓ
－，微分方程（１）的所有

Ｆｉｌｉｐｐｏｖ解将在有限时间内由Ｓ－穿越Ｓ到Ｓ＋．
同理可得所有Ｆｉｌｉｐｐｏｖ解在有限时间内由Ｓ＋

穿越Ｓ到Ｓ－的相依锥判据穿越条件．

２　主要结果
考虑二阶系统

Σ２：
ｘ１ ＝ｘ２，

ｘ２ ＝Δ（ｘ１，ｘ２）
{ ＋ｕ．

其中：Δ（ｘ１，ｘ２）为不确定项，可以是状态的非连
续函数，假设其满足

｜Δ（ｘ１，ｘ２）｜≤σ且Δ（０，０）＝０．
定理２　对于系统Σ２，设ｇ（ｘ１）为线性Ｌｉｐｓ

ｃｈｉｔｚ连续正定函数，且满足ｇ（０）＝０，则
Ｓｕ（ｘ）＝｛（ｘ１，ｘ２）：ｘ２＋ｇ（ｘ１）（ｓｇｎ（ｘ１）－ｋ）＝０｝，
Ｓｄ（ｘ）＝｛（ｘ１，ｘ２）：ｘ２＋ｇ（ｘ１）（ｓｇｎ（ｘ１）＋ｋ）＝０｝
分别为瓗２中的两个线性Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ曲面，其中０≤
ｋ＜１，且

Ｇ２ ＝｛（ｘ１，ｘ２）：（ｘ１，ｘ２）∈Ｓ
＋
ｕ∩Ｓ

－
ｄ｝

是系统Σ２的一个自稳定域，其中珔Ｓ表示集合Ｓ在
Ｒ２中的补集．

证明　首先，证明Ｓｕ（ｘ）是线性Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ曲
面，即证明当 （ｘ１，ｘ２）∈ 瓗２ 时，ｆｘ ＝ ｘ２ ＋
ｇ（ｘ１）（ｓｇｎ（ｘ１）－ｋ）是线性Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ函数．

当ｘ１＞０时，ｆｘ＝ｘ２＋（１－ｋ）ｇ（ｘ１），命题成立；
当ｘ１＜０时，ｆｘ＝ｘ２－（１＋ｋ）ｇ（ｘ１），命题成立；
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当ｘ１＝０时，因为ｇ（０）＝０，则ｆｘ＝ｘ２，命题
成立．

同理，Ｓｄ（ｘ）也是线性 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ曲面．因此，
根据定义４关于线性Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ曲面的定义，Ｓｕ（ｘ）
和Ｓｄ（ｘ）可分别记为

Ｓｕ（ｘ）＝｛ｘ｜Ｓｕｉ（ｘ）＝ｃｕｉｘ１＋ｘ２＋ｄｕｉ＝０，
ｃｕｉ，ｄｕｉ∈瓗｝，

Ｓｄ（ｘ）＝｛ｘ｜Ｓｄｉ（ｘ）＝ｃｄｉｘ１＋ｘ２＋ｄｄｉ＝０，
ｃｄｉ，ｄｄｉ∈瓗｝．

下面证明 Ｇ２是系统 Σ２的一个自稳定域．根
据Ｓｕ（ｘ）和Ｓｄ（ｘ）的定义，有

Ｓ＋ｕ ＝｛（ｘ１，ｘ２）：ｘ２＋ｇ（ｘ１）（ｓｇｎ（ｘ１）－ｋ）＞
０，（ｘ１，ｘ２）∈瓗

２｝，

则

Ｓ＋ｕ ＝｛（ｘ１，ｘ２）：ｘ２＋ｇ（ｘ１）ｓｇｎ（ｘ１）≤
ｋｇ（ｘ１），（ｘ１，ｘ２）∈瓗

２｝．
同理

Ｓ－ｄ ＝｛（ｘ１，ｘ２）：ｘ２＋ｇ（ｘ１）ｓｇｎ（ｘ１）≥
－ｋｇ（ｘ１），（ｘ１，ｘ２）∈瓗

２｝，

于是

Ｓ＋ｕ∩Ｓ
－
ｄ ＝｛（ｘ１，ｘ２）：｜ｘ２＋ｇ（ｘ１）ｓｇｎ（ｘ１）｜≤
ｋｇ（ｘ１）｝，

显然０∈Ｇ２．
取Ｖ（ｘ）＝０．５ｘ２１，若存在Ｔ＞０，使得ｘ（ｔ）∈

Ｇ２对于ｔ＞Ｔ成立，则当ｘ１≠０时，有
Ｖ＝ｘ１ｘ１ ＝ｘ１ｘ２≤ ｘ１（－ｇ（ｘ１）（ｓｇｎ（ｘ１）－

ｋ））＜０．
则ｔ→∞时，ｘ１（ｔ）→０；又因为（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））∈
Ｇ２，所以ｘ２（ｔ）→０．根据自稳定域的定义，定理２
成立．

定理３　令Ｍ＝ｍａｘ
ｉ≤ｒ
（｜ｃｕｉ｜，｜ｃｄｉ｜）．那么系

统Σ２的轨迹在有限时间到达Ｇ２的边界并进入其
内部，如果满足

ｕ＝－（Ｍ｜ｘ２｜＋σ＋ε）ｓａｔ
ｘ２＋ｇ（ｘ１）ｓｇｎ（ｘ１）

ｋｇ（ｘ１
( )）

．

（４）
其中：０＜ｋ＜１．当ｋ＝０时，
ｕ＝－（Ｍ｜ｘ２｜＋σ＋ε）ｓｇｎ（ｘ２＋ｇ（ｘ１）ｓｇｎ（ｘ１））．
其中ε＞０是一个任意小的正数．

证明　首先证明ｋ≠０的情形．为叙述方便，
记

Γ＝
ｘ２＋ｇ（ｘ１）ｓｇｎ（ｘ１）

ｋｇ（ｘ１）
．

　　由于Δ（ｘ１，ｘ２）可能是状态的非连续函数，且
Δ（ｘ１，ｘ２）有界，满足｜Δ（ｘ１，ｘ２）｜≤σ，根据Ｆｉｌｉｐ
ｐｏｖ关于右端非连续微分方程的相关理论，闭环

系统写成微分包含形式为

ｘ∈Ｋ［ｆ］（ｘ）．
其中：

Ｋ［ｆ］（ｘ）＝
ｘ２

Ｋ［Δ］（ｘ）－（Ｍ｜ｘ２｜＋σ＋ε）ｓａｔ（Γ( )），
若ｘ∈Ｓ＋ｕ∪Ｓｕ或ｘ∈Ｓ

－
ｄ∪Ｓｄ有

ｓａｔ（Γ）＝ｓｇｎ（Γ）．
则若ｘ∈Ｓ＋ｕ∪Ｓｕ，

Ｋ［ｆ］＋（ｘ）＝
ｘ２

Ｋ［Δ］＋（ｘ）－Ｍ｜ｘ２｜－σ－( )ε．
由Ｓｕ（ｘ）的定义可知Ｓ

－
ｕ ＋Ｓｕ的相依锥为

∩
ｘ∈Ｓｕ
ＴＢＳ－ｕ＋Ｓｕ（ｘ）＝｛ν：［ｃｕｉ１］ν≤０，ｉ≤ｒ｝．

令Δ＋（ｘ）为Ｋ［Δ］＋（ｘ）中的元素，则

ｆ＋（ｘ）＝
ｘ２

Δ＋（ｘ）－Ｍ｜ｘ２｜－σ－( )ε
为Ｋ［ｆ］＋（ｘ）中的元素．则有
［ｃｕｉ１］ｆ

＋（ｘ）＝ｃｕｉｘ２＋Δ
＋（ｘ）－Ｍ｜ｘ２｜－

σ－ε≤－ε＜０．
故

∪
ｘ∈Ｓ＋ｕ＋Ｓｕ

Ｋ［ｆ］（ｘ）∩
ｘ∈Ｓｕ
Ｉｎｔ｛ＴＢＳ－ｕ＋Ｓｕ（ｘ）｝．

同理，若ｘ∈Ｓ－ｄ∪Ｓｄ，则有
∪

ｘ∈Ｓ－ｄ＋Ｓｄ
Ｋ［ｆ］（ｘ）∩

ｘ∈Ｓｄ
Ｉｎｔ｛ＴＢＳ＋ｄ＋Ｓｄ（ｘ）｝．

根据定理１，所有从Ｓ＋ｕ出发的点将在有限时
间穿越Ｓｕ进入Ｇ２，所有从 Ｓ

－
ｄ出发的点将在有限

时间穿越Ｓｄ进入Ｇ２，而根据定理２，区域Ｇ２为系
统Σ２的一个自稳定域，所以在控制律式（４）的作
用下系统轨迹将收敛于平衡点．

类似地可以证明当ｋ＝０时，定理３同样成立．

３　数值算例
在本节中，通过一个数值算例验证定理３的

结论．设不确定项Δ（ｘ１，ｘ２）＝ｘ１ｓｉｎ（ｘ２）ｓｇｎ（ｘ１）．
定义线性Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续正定函数ｇ（ｘ１）为

ｇ（ｘ１）＝
－ｘ１， ｘ１≤０；

２ｘ１， ｘ１≥０{ ．

显然，ｇ（０）＝０．根据定理２，于是有

Ｓｕ（ｘ）＝
－（１＋ｋ）ｘ１＋ｘ２ ＝０， ｘ１≤０；

２（１－ｋ）ｘ１＋ｘ２ ＝０， ｘ１≥０{ ．

Ｓｄ（ｘ）＝
－（１－ｋ）ｘ１＋ｘ２ ＝０， ｘ１≤０，

２（１＋ｋ）ｘ１＋ｘ２ ＝０， ｘ１≥０{ ．

　　根据定理２，Ｓｕ（ｘ）和Ｓｄ（ｘ）分别为瓗
２中的

线性Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ曲面，则系统Σ２的自稳定域为
　　Ｇ２ ＝｛（ｘ１，ｘ２）：｜ｘ２ ＋ｇ（ｘ１）ｓｇｎ（ｘ１）｜≤
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ｋｇ（ｘ１）｝．
取σ＝｜ｘ１｜，ε＝１．根据定理３，当ｋ＝０５时，

ｕ＝－（３｜ｘ２｜＋｜ｘ１｜＋１）ｓａｔ
ｘ２＋ｇ（ｘ１）ｓｇｎ（ｘ１）

ｋｇ（ｘ１
( )）

．

当ｋ＝０时，有
　　ｕ＝－（２｜ｘ２｜＋｜ｘ１｜＋１）ｓｇｎ（ｘ２＋

ｇ（ｘ１）ｓｇｎ（ｘ１））．
ｋ＝０５和ｋ＝０情况下的仿真结果分别如

图１和图２所示．从图１可以看出，在不同初值情
况下，系统轨迹在有限时间进入自稳定域，并且最

终收敛于原点．从图２可以看出，当 ｋ＝０时，自
稳定域退化成为一个线性 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ曲面，文中给
出的控制器实际上是滑模控制器．
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图１　ｋ＝０．５时的系统相轨迹
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图２　ｋ＝０时的系统相轨迹

４　结　语
１）针对一类二阶不确定系统，提出一种基于

非光滑切换曲面的控制设计方法．基于自稳定域
的概念构造具有线性Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ边界的自稳定域．
２）利用Ｆｉｌｉｐｐｏｖ解与空间非光滑曲面的关系

判据，设计控制律，并证明在给定控制律作用下，

ＳＳＲ外的系统轨迹将在有限时间内到达 ＳＳＲ的
边界并进入其内部．
３）本文提出方法可以看作是对滑模控制的

扩展．ＳＳＲ的边界设计为非光滑曲面，放宽了对
ＳＳＲ边界光滑性的限制，提高了设计的灵活性和
自由度．
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