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寻找动力学系统主分岔参数的一种方法
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摘　要：对于多参数系统，为了能很好的研究系统动力学特性随参数的变化，给出了一种寻找动力学系统主
分岔参数的方法．通过对特征根进行扰动，来判断对系统动力学特性影响最主要的参数．针对不同的特征根
类型给出了不同的算法，并举例进行了验证．该方法能有效地从诸多的系统参数中识别出对系统动力学特性
影响比较大的参数．而且按照参数对系统动力特性影响的大小进行排序，同样可识别出主要的开折参数．该
方法不仅适用于自治系统，同样适用于非自治系统．
关键词：动力系统；特征根；分岔参数

中图分类号：Ｏ３２２ 文献标志码：Ａ 文章编号：０３６７－６２３４（２０１０）０５－０７１６－０５

Ａｍｅｔｈｏｄｔｏｆｉｎｄｔｈｅｍａｉｎｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆｄｙｎａｍｉｃｓｙｓｔｅｍ

ＱＩＮＺｈａｏｈｏｎｇ，ＣＨＥＮＹｕｓｈｕ

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＡｓｔｒｏｎａｕｔｉｃｓ，ＨａｒｂｉｎＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｈａｒｂｉｎ１５０００１，Ｃｈｉｎａ，ｚｈｈｑｉｎ＠１６３．ｃｏｍ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｏｓｔｕｄｙｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ，ａｍｅｔｈｏｄｔｏ
ｆｉｎｄｔｈｅｍａｉｎｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｏｆｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｓｙｓｔｅｍｉｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ．Ａｆｔｅｒｄｉｓｔｕｒｂｉｎｇｔｈｅｅｉ
ｇｅｎｖａｌｕｅｏｆＦｒｅｃｈｅｔｍａｔｒｉｘ，ｔｈｅｍａｉｎｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｉｓｆｏｕｎｄ．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｒｅｇｉｖｅｎｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｆｏｒｍｓ．Ｔｈｅｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｗｈｉｃｈｈａｓａｐｐｒｅｃｉａｂｌｅｅｆｆｅｃｔｏｎｄｙｎａｍｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｈｅｓｙｓ
ｔｅｍｃａｎｂｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｆｒｏｍｍｕｌｔｉｐｌｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ．Ａｎｄｔｈｅｕｎｆｏｌｄｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓｃａｎｂｅｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄａｓ
ｗｅｌｌａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｎｔｈｅｓｙｓｔｅｍ．Ｔｈｉｓｍｅｔｈｏｄｃａｎｎｏｔｏｎｌｙｂｅｕｓｅｄｉｎａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｓｙｓ
ｔｅｍｓ，ｂｕｔａｌｓｏｉｎｎｏｎａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｓｙｓｔｅｍｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｄｙｎａｍｉｃｓｙｓｔｅｍ；ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ；ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒ

收稿日期：２００９－０４－０１．
基金项目：国家自然科学基金重点资助项目（１０６３２０４０）．
作者简介：秦朝红（１９７９—），女，博士研究生；

陈予恕（１９３１—），男，教授，博士生导师．

　　奇异性理论是研究约化方程分岔特性的一种
有效的方法．利用奇异性理论［１－５］可分析各个开

折参数区域内状态变量随分岔参数的分岔情况．
但对于实际的动力学系统，往往有很多的参数．通
常人们是根据经验选取某一参数作为一个分岔参

数．胡海昌［６］利用模态展开法和近似法研究了动

力学系统参数摄动引起结构固有振动特性（固有

频率和振动模态）变化的问题．Ｗｉｌｌｉａｍ［７］对标准
的一阶摄动法进行了改进，用结构修改前的特征

向量关于修改后的质量矩阵的内积来代替关于修

改前的质量矩阵的内积，从而提高了一阶摄动的

精度．陈塑寰等［８－１２］对小参数法做了一些补充，

并提出了改进方法，如振型一阶导数的高精度截

尾模态展开法、混合基展开法等．Ｓｅｙｒａｎｉａｎ，Ｍａｉ
ｌｙｂａｅｖ［１３］给出了多参数稳定性理论，详细讨论了
参数变化时，系统参数对稳定性的影响．本文将利
用该思想给出一种寻找主分岔参数的方法．对于
特征根为单根和半简的情况，该方法尤为简单．对
于特征根为亏损的情况同样适用．该方法不仅可
以识别出主分岔参数，而且按照参数对系统动力

特性影响的大小进行排序，同样可识别出主要的

开折参数．该方法还可推广到具有周期系数的动
力系统中．

１　特征根分析
考虑特征根问题：

Ａｕ＝λｕ． （１）



式中：Ａ是ｍ×ｍ阶实数矩阵，ｕ是右特征向量．则
特征根λ为

ｄｅｔ（Ａ－λＩ）＝０． （２）
式中：Ｉ为单位阵．

特征根的重数称为代数重数 ｋ．对应特征根
的线性无关的特征向量的最大个数称为几何重数

ｋｇ．通常ｋｇ≤ｋ．如果代数重数为ｋ，但几何重数为
１，那么称特征根为亏损的．如果代数重数为１，则
称特征根为单根；如果代数重数为 ｋ，几何重数也
为ｋ，那么称特征根为半简的．单根和半简根称为
非亏损特征根．
１１　亏损特征根情况

首先考虑亏损特征根λ，其存在ｋ个线性无关
的特征向量满足方程：

Ａｕ０ ＝λｕ０，



Ａｕｋ－１ ＝λｕｋ－１＋ｕｋ－２．

（３）

式中：ｕ０，ｕ１，…，ｕｋ－１为长度为 ｋ的约当链，其中，
ｕ０称为特征矢量，ｕ１，…，ｕｋ－１为相关矢量．式（３）
可写成矩阵形式为

ＡＵλ ＝ＵλＪλ（ｋ）． （４）
其中：

Ｕλ ＝［ｕ０，…，ｕｋ－１］， （５）

Ｊλ ＝

λ １
λ 
 １











λ

． （６）

同样可以考虑左特征向量及约当链问题．
ｖＴＡ＝λｖＴ． （７）

式中：ｖ为特征根λ的左特征向量，ｖＴ为ｖ的转置．
对于非亏损特征根，其左、右特征向量之间满

足正交关系：

ｖＴ０ｕ０ ＝０，

ｖＴ１ｕ０ ＝ｖ
Ｔ
０ｕ１ ＝０，



ｖＴｋ－２ｕ０ ＝ｖ
Ｔ
ｋ－３ｕ１ ＝… ＝ｖＴ０ｕｋ－２ ＝０，

ｖＴｋ－１ｕ０ ＝ｖ
Ｔ
ｋ－２ｕ１ ＝… ＝ｖＴ０ｕｋ－１≠０，

ｖＴｋ－１ｕ１ ＝ｖ
Ｔ
ｋ－２ｕ２ ＝… ＝ｖＴ１ｕｋ－１，



ｖＴｋ－１ｕｋ－２ ＝ｖ
Ｔ
ｋ－２ｕｋ－１ （８）

１２　单根情况
如果特征根λ为单根，则存在特征向量ｕ使得

Ａｕ＝λｕ． （９）
　　同样，其左、右特征向量之间满足正交关系为

ｖＴｕ＝１． （１０）

１３　半简特征根情况
如果特征根为ｋ重半简特征根，则存在ｋ个线

性无关的特征向量满足方程：

Ａｕ１ ＝λｕ１，

　　
Ａｕｋ ＝λｕｋ．

（１１）

式（１１）可写成矩阵形式为
ＡＵλ ＝ＵλＪλ（ｋ）． （１２）

其中，

Ｕλ ＝［ｕ１，…ｕｋ］， （１３）

Ｊλ ＝

λ
λ












λ

　． （１４）

其左、右特征向量之间满足正交关系为

ｖＴｉｕｊ＝δｉｊ，ｉ，ｊ＝１，…，ｋ． （１５）
式中：δｉｊ为ＫｒｏｎｅｃｋｅｒＤｅｌｔａ符号．

对于所有特征根，可计算其约当标准型为

ＡＵ＝ＵＪ， （１６）
Ｊ＝Ｕ－１ＡＵ． （１７）

２　动力系统参数变化对特征根的影响
对于一般的自治动力系统，都可将其写为一

阶状态方程的形式：

Ｘ＝ＡＸ＋Ｆ（Ｘ）． （１８）
式中：Ｘ为状态向量，Ａ为Ｆｒｅｃｈｅｔ导数，Ｆ（Ｘ）为
状态向量Ｘ的非线性向量函数．

在实际问题中，矩阵Ａ通常都是参数的函数．假
设矩阵Ａ光滑依赖于参数矢量ｐ＝（ｐ１，…，ｐｎ）．
２１　单根情况

设λ（ｐ０）是Ａ（ｐ０）的单根时，计算ｐ０处λ和
ｕ对参数ｐ的导数．将式（９）两边对参数求导得

Ａ
ｐｉ
ｕ０＋Ａ０

ｕ
ｐｉ
＝λ
ｐｉ
ｕ０＋λ０

ｕ
ｐｉ
． （１９）

式中：ｕ０为ｐ０处特征根 λ０ ＝λ（ｐ０）的右特征向
量．式（１９）可变形为

（Ａ０－λ０Ｉ）
ｕ
ｐｉ
＝ λ
ｐｉ
Ｉ－Ａ
ｐ( )
ｉ
ｕ０． （２０）

　　将式（２０）两边左乘ｖＴ０得

λ
ｐｉ
＝
ｖＴ０
Ａ
ｐｉ
ｕ０

（ｖＴ０ｕ０）
． （２１）

由此可判断出特征根 λ随系统参数的变化情况．

另外根据式（２０）可求得ｕ
ｐｉ
，但由于Ａ０－λ０Ｉ是奇

异矩阵不能直接求逆，因此引入一个附加项 ｃｕ０．
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其正交条件为

ｖＴ０ｕ（ｐ）＝ｃｏｎｓｔ． （２２）
　　将式（２２）两边对系统参数求导得

ｖＴ０
ｕ
ｐｉ
＝０． （２３）

　　将式（２３）两端左乘 ｖ０的共轭矢量 ｖ０并与
式（２０）相加得

Ｇ０
ｕ
ｐｉ
＝ λ
ｐｉ
Ｉ－Ａ
ｐ( )
ｉ
ｕ０． （２４）

其中，

Ｇ０ ＝Ａ０－λ０Ｉ＋ｖ０ｖ
Ｔ
０． （２５）

Ｇ０是非奇异的，于是得
ｕ
ｐｉ
＝Ｇ－１０ λ

ｐｉ
Ｉ－Ａ
ｐ( )
ｉ
ｕ０． （２６）

　　对于单根，通常比较关心的是特征根为０或
±ｉω附近特征根随系统参数变化的情况．
例１　对于Ｌｏｒｅｎｚ方程：

ｘ＝σ（ｙ－ｘ），
ｙ＝ρｘ＋ｘ－ｙ－ｘｚ，
ｚ＝－β

{
ｚ＋ｘｙ．

显然（ｘ，ｙ，ｚ）＝（０，０，０）是平衡点，其线性化的
系数矩阵为

Ａ＝
－σ σ ０
ρ＋１ －１ ０
０ ０ －









β

． （２７）

　　当（σ，ρ，β）＝（２，０，１）时，Ａ有３个特征值０，
－３，－１．根据式（２１）可以求得在（σ，ρ，β）＝
（２，０，１）附近，特征根λ＝０随参数的变化关系为

λ
σ
＝０，λ

ρ
＝２３，

λ
β
＝０． （２８）

　　从式（２８）可以看出，在（σ，ρ，β）＝（２，０，１）
附近参数ρ对特征根λ＝０的影响最大．

当（σ，ρ，β）＝（－１，１，１）时，Ａ有３个特征值
±ｉω，－１．根据式（２１）可求得（σ，ρ，β）＝（－１，
１，１）附近，特征根λ＝ｉω随参数的变化关系为

λ
σ
＝－１－ｉ２ ，

λ
ρ
＝ ｉ２，

λ
β
＝０． （２９）

　　当参数变化时，特征根实部影响的是动力系
统振动的稳定性及解的拓扑性质，而虚部影响的

是振动的频率，由式（２９）得：
Ｒｅλ
σ

＝－１２，　
Ｒｅλ
ρ

＝０，　Ｒｅλ
β

＝０． （３０）

　　从式（３０）可以看出，在（σ，ρ，β）＝（－１，１，１）
附近，参数σ对特征根λ＝ｉω的实部影响最大．
２２　亏损特征根的情况

因为实际工程中经常遇到的是二重零根或二

重纯虚根的情况，下面只讨论二重亏损特征根．

设矩阵Ａ（ｐ），当ｐ＝ｐ０时Ａ０ ＝Ａ（ｐ０）有一
个亏损的二重根λ０，其左、右特征向量分别为 ｖ０，
ｖ１和ｕ０，ｕ１，它们之间满足

Ａ０ｕ０ ＝λ０ｕ０，ｖ
Ｔ
０Ａ０ ＝λ０ｖ

Ｔ
０，

Ａ０ｕ１ ＝λ０ｕ１＋ｕ０，ｖ
Ｔ
１Ａ０ ＝λ０ｖ

Ｔ
１＋ｖ

Ｔ
０

{ ．
（３１）

且左、右约当链满足：

ｖＴ０ｕ１ ＝ｖ
Ｔ
１ｕ０ ＝１，　ｖ

Ｔ
０ｕ０ ＝ｖ

Ｔ
１ｕ１ ＝０．

（３２）
　　假设参数是沿着光滑曲线变化的，且

ｐ＝ｐ（ε），　 ε≥０． （３３）
ｐ（０）＝ｐ０． （３４）

　　在起始点处曲线的方向为ｅ＝（ｅ１，…，ｅｎ），即

ｅ＝ｄｐｄε
． （３５）

有

ｐ＝ｐ０＋εｅ． （３６）
ｐ（ε）在ε＝０处对ε的二阶导数为

ｄ＝（ｄ１，…，ｄｎ）＝
ｄ２ｐ
ｄε２
． （３７）

沿着曲线ｐ（ε），可将矩阵 Ａ＝Ａ（ｐ（ε））展成泰
勒级数形式：

Ａ（ｐ（ε））＝Ａ０＋εＡ１＋ε
２Ａ２＋…． （３８）

其中，

Ａ１＝∑
ｎ

ｉ＝１

Ａ
ｐｉ
ｅｉ，Ａ２＝

１
２∑

ｎ

ｉ＝１

Ａ
ｐｉ
ｄｉ＋

１
２∑

ｎ

ｉ，ｊ＝１

２Ａ
ｐｉｐｊ

ｅｉｅｊ．

（３９）
由特征根理论知，当参数变化时二重非亏损

特征根λ０分裂为两个单根 λ．λ和其对应的特征
向量的ｕ的ＮｅｗｔｏｎＰｕｉｓｅｕｘ级数形式为

λ＝λ０＋ε
１
２λ１＋ελ２＋ε

３
２λ３＋…，

ｕ＝ｕ０＋ε
１
２ｗ１＋εｗ２＋ε

３
２ｗ３＋…．

（４０）

将式（３８）和式（３９）代入到式（１）得
Ａ０ｕ０ ＝λ０ｕ０，

Ａ０ｗ１ ＝λ０ｗ１＋λ１ｕ０，

Ａ０ｗ２＋Ａ１ｕ０ ＝λ０ｗ２＋λ１ｗ１＋λ２ｕ０，

Ａ０ｗ３＋Ａ１ｗ１ ＝λ０ｗ３＋λ１ｗ２＋λ２ｗ１＋λ３ｕ０，

Ａ０ｗ４＋Ａ１ｗ２＋Ａ２ｕ０＝λ０ｗ４＋λ１ｗ３＋λ２ｗ２＋λ３ｗ１＋λ４ｕ０，



（４１）
为了唯一的确定特征向量ｕ，选择正交条件为

ｖＴ１ｕ＝１． （４２）
式中：ｖＴ１为左特征矢量，且有ｖ

Ｔ
１ｕ０＝１．将式（４０）

的第２式代入到式（４２）可得：
ｖＴ１ｗｉ＝０，　ｉ＝１，２，…． （４３）

　　将式（４１）的第２式与式（３１）相比较得
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ｗ１ ＝λ１ｕ１． （４４）
　　根据式（４４），可将式（４１）的第３式写为

（Ａ０－λ０Ｉ）ｗ２ ＝λ
２
１ｕ１＋λ２ｕ０－Ａ１ｕ０．（４５）

因为Ａ０－λ０Ｉ是奇异的，所以 ｗ２要有解，只有式
（４５）右端满足正交条件为

ｖＴ０（λ
２
１ｕ１＋λ２ｕ０－Ａ１ｕ０）＝０． （４６）

　　根据正交条件式（３２）可得
λ２１ ＝ｖ

Ｔ
０Ａ１ｕ０． （４７）

　　当ｖＴ０Ａ１ｕ０≠０，即非衰退的情况，λ１≠０．将
式（４５）两端左乘ｖＴ１，并利用式（３２）得

ｖＴ０ｗ２ ＝λ２－ｖ
Ｔ
１Ａ１ｕ０． （４８）

　　将式（４３）的第４式左乘ｖＴ０并利用式（３１）、式
（３２）、式（４４）和式（４８）得

２λ１λ２ ＝λ１ｖ
Ｔ
０Ａ１ｕ１＋λ１ｖ

Ｔ
１Ａ１ｕ０． （４９）

因为λ１≠０，所以有

λ２ ＝
ｖＴ０Ａ１ｕ１＋ｖ

Ｔ
１Ａ１ｕ０

２ ． （５０）

　　由正交条件式（４３）得：
ｖＴ１ｗ２ ＝０． （５１）

　　将式（５１）左乘 珋ｖ０并与式（４５）相加得
ｗ２ ＝Ｇ

－１
１（λ

２
１ｕ１＋λ２ｕ０－Ａ１ｕ０）． （５２）

其中，

Ｇ１ ＝珋ｖ０ｖ
Ｔ
１＋Ａ０－λ０Ｉ． （５３）

可以看出，当ｖＴ０Ａ１ｕ０≠０时，λ０分岔出两个单根

λ＝λ０＋ε
１
２λ１＋ελ２＋ο（ε），

λ１ ＝± ｖＴ０Ａ１ｕ槡 ０，　λ２ ＝
ｖＴ０Ａ１ｕ１＋ｖ

Ｔ
１Ａ１ｕ０

２ ，

ｕ＝ｕ０＋ε
１
２λ１ｕ１＋ε（Ｇ

－１
１（λ

２
１ｕ１＋λ２ｕ０－Ａ１ｕ０））＋ο（ε）．

（５４）
当ｖＴ０Ａ１ｕ０ ＝０，即衰退的情况，λ１ ＝０，ｗ１ ＝

０．此时式（４１）的第５式变为
（Ａ０－λ０Ｉ）ｗ４ ＝λ２ｗ２＋λ４ｕ０－Ａ１ｗ２－Ａ２ｕ０．

（５５）
　　将式（４９）两端左乘ｖＴ０得

ｖＴ０（λ２ｗ２＋λ４ｕ０－Ａ１ｗ２－Ａ２ｕ０）＝０．（５６）
　　根据正交条件式（３２）得

λ２ｖ
Ｔ
０ｗ２－ｖ

Ｔ
０Ａ１ｗ２－ｖ

Ｔ
０Ａ２ｕ０ ＝０． （５７）

　　根据式（４８）、式（５２）和式（５３）得
λ２２－（ｖ

Ｔ
０Ａ１ｕ１＋ｖ

Ｔ
１Ａ１ｕ０）λ２＋

ｖＴ０（Ａ１Ｇ
－１
１ Ａ１－Ａ２）ｕ０ ＝０． （５８）

　　可以看出，当ｖＴ０Ａ１ｕ０ ＝０时，λ０分岔出两个根

　

λ＝λ０＋ελ２＋ο（ε），

λ２２－（ｖ
Ｔ
０Ａ１ｕ１＋ｖ

Ｔ
１Ａ１ｕ０）λ２＋

　　ｖＴ０（Ａ１Ｇ
－１
１ Ａ１－Ａ２）ｕ０ ＝０，

ｕ＝ｕ０＋ε（Ｇ
－１
１（λ２ｕ０－Ａ１ｕ０））＋ο（ε）．

（５９）

例２　以 Ｌｏｒｅｎｚ系统为例．其线性化的系数
矩阵为

Ａ＝
－σ σ ０
ρ＋１ －１ ０
０ ０ －









β

． （６０）

　　当（σ，ρ，β）＝（－１，０，１）时，Ａ有３个特征值
０２，－１．根据式（５４）可得特征根λ＝０２随参数的
变化关系为

Δλ＝λ－λ０ ＝± εｅ槡 ２ ＝± Δ槡 ρ．（６１）
所以在（σ，ρ，β）＝（－１，０，１）附近，参数ρ对特征
根λ＝０２的影响比较大．
２３　半简特征根的情况

这里只考虑双半简的情况．其满足特征方程：
Ａｕ＝λｕ． （６２）

　　假设在ｐ＝ｐ０时，矩阵Ａ０＝Ａ（ｐ０）有两个特
征根λ１＝λ２＝λ，其左、右特征向量分别为ｖ１，ｖ２，
ｕ１，ｕ２，它们满足正交关系式（１５）．可计算式（６２）
在ｐ＝ｐ０处的导数为

Ａ
Ｐｉ
（γ１ｕ１＋γ２ｕ２）＋Ａ０

ｕ
ｐｉ
＝

　　 λ
Ｐｉ
（γ１ｕ１＋γ２ｕ２）＋λ

ｕ
ｐｉ
． （６３）

根据正交关系式（１５）得
λ
ｐｉ
γ１ ＝ｖ

Ｔ
１
Ａ
ｐｉ
（γ１ｕ１＋γ２ｕ２），

λ
ｐｉ
γ２ ＝ｖ

Ｔ
２
Ａ
ｐｉ
（γ１ｕ１＋γ２ｕ２）． （６４）

　　写成矩阵形式为

ｖＴ１
Ａ
ｐｉ
ｕ１ ｖＴ１

Ａ
ｐｉ
ｕ２

ｖＴ２
Ａ
ｐｉ
ｕ１ ｖＴ２

Ａ
ｐｉ
ｕ











２

γ１
γ( )
２

＝λ
ｐｉ
γ１
γ( )
２

． （６５）

所以
λ
ｐｉ
为式（６５）左边矩阵的特征根．

例３　

Ａ＝

－３＋２ｐ１ ３＋ｐ２ ０ ０

３ ｐ１＋ｐ２－３ ０ ０

２ｐ２－ｐ１ ０ －ｐ１－２ ２

０ ３ｐ１ ２＋ｐ２ －２－ｐ













１

．

当（ｐ１，ｐ）＝（０，０）时，Ａ矩阵的４个特征根为
λ１ ＝λ２ ＝λ＝０，λ３ ＝－４，λ４ ＝－６．（６６）

　　根据式（６５）可求得
λ１
ｐ１
＝３２，　

λ２
ｐ１
＝－１，

λ１
ｐ２
＝１，　

λ２
ｐ２
＝１２． （６７）

　　从式（６７）可以看出，参数 ｐ１对特征根变化
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的影响更大．

３　非自治系统参数变化对特征根的
影响

　　对于非自治系统，通常可以利用平均法或者
多尺度法等将其化为自治系统．将系统化为自治
系统后，仍可用上述方法来寻找分岔参数．以非线
性Ｍａｔｈｉｅｕ方程来进行说明．方程形式为

ｘ̈＋２εδｘ＋（μ＋εｃｏｓｔ）ｘ＝
ε（Ａｘ３＋Ｂｘ２ｘ＋Ｃｘｘ２＋Ｄｘ３）． （６８）

　　采用多尺度法可求得其一阶近似的平均方程为

ｐ＝－δｐ＋ １
２－μ( )１ ｑ＋

（ｐ２＋ｑ２） １
２Ｂ＋

３
８( )Ｄｐ＋ ３Ａ＋１４( )Ｃ[ ]ｑ，

ｑ＝ μ１＋( )１２ ｐ－δｑ－
（ｐ２＋ｑ２） ３Ａ＋１４( )Ｃｐ－ １

２Ｂ＋
３
８( )Ｄ[ ]ｑ．

（６９）
（０，０）是式（６９）的平衡点，且在（０，０）处的
Ｆｒｅｃｈｅｔ导数矩阵为

Ａ＝
－δ １

２－μ１
１

２＋μ１
－











δ
． （７０）

　　 式（７０）的临界特征可能有 ４种情况：０，
±ｉω，０２，（０，０）．
３１　有一个０特征根的情况

当δ＝１４，μ１ ＝
槡３
４时，式（７０）变为

Ａ０ ＝
－１４

１
２－

槡３
４

１
２＋

槡３
４ －













１
４

． （７１）

　　此时式（７１）的特征根为：λ１＝０，λ２＝－
１
２，

根据式（２１）可求得：
λ１
δ
＝－１，

λ１
μ１

＝－槡３． （７２）

　　从式（７２）可以看出，参数μ１对特征根λ＝０
的影响更大．
３２　有一对纯虚特征根的情况

当δ＝０，μ１ ＝槡
５
４时，式（７０）变为

Ａ０ ＝
０ １

２－
槡５
４

１
２＋

槡５
４











０

． （７３）

　　此时式（７３）的特征根为λ１＝
ｉ
４，λ２＝－

ｉ
４，

根据式（２１）可求得
λ１
δ
＝－１，

λ２
δ
＝－１，

λ１
μ１

＝槡５ｉ，

λ２
μ１

＝－槡５ｉ． （７４）

　　从式（７４）可以看出，参数 δ对特征根 λ＝

±１４ｉ的实部影响更大．

３３　有一对亏损０特征根的情况

当δ＝０，μ１ ＝
１
２时，式（７０）变为

Ａ０ ＝
０ ０( )１ ０

． （７５）

　　此时式（７５）有一对亏损特征根为 λ１ ＝０，
λ２ ＝０，根据式（５４）可求得：

Δλ＝λ１ ＝± －Δμ槡 １． （７６）
　　从式（７６）可以看出，参数 μ１对特征根 λ＝
０２的影响更大．
３４　有两个半简０特征根的情况

这种情况不存在．
从上述分析可以看出，当系统有一个０特征

根和一对亏损０特征根时，参数μ１对动力学系统
的影响更大；当系统有一对纯虚根时，参数δ对动
力学系统的影响更大．

４　结　论
１）该方法可以有效地识别出对系统动力特

性影响比较大的参数．对于特征根为单根和半简
的情况，该方法尤为简单．对于特征根为亏损的情
况，该方法虽略复杂，但同样适用．
２）该方法不仅可以识别出主分岔参数，而且

按照参数对系统动力特性影响的大小进行排序，

同样可识别出主要的开折参数．
３）该方法还可推广到具有周期系数的动力

系统中．对于有外激励的非自治系统，可以用平均
法、多尺度法将其化为自治系统，同样可用该方法

识别出对系统动力学行为影响比较大的主参数．
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