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摘　要：建立了薄膜二次屈曲分析的数值方法．采用施加面外扰动力的方式在薄膜中引入任意的初始缺陷，
分析了薄膜的二次屈曲现象．分析表明，在薄膜的后屈曲过程中，由于初始缺陷的存在，褶皱构形不稳定，出
现二次屈曲现象，产生了新的褶皱．后屈曲平衡路径呈现多阶段的特点．在不同的初始缺陷和加载过程的情
况下，薄膜的后屈曲过程会出现连续的二次屈曲现象．二次屈曲过程中薄膜可能是稳定的也可能是不稳定
的，与初始缺陷及加载过程有关．
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　　当结构进入到后屈曲阶段时，一些结构可能出
现屈曲模态突然的变化，这一现象被称为模态跳

跃．Ｓｔｅｉｎ［１］曾发现，随着加载过程的延续，矩形板在

后屈曲阶段会出现纵向波形的突然变化，这种现象

后来被称为二次屈曲．Ｋｅｌｌｅｒ和Ｒｅｉｓｓ［２］在进行轴对
称圆盘的实验中也出现了二次屈曲现象，在边缘处

出现了环向的褶皱变形．此后，Ｓｔｏｌｌ和Ｏｌｓｏｎ［３］在进
行薄板的单轴压缩实验中也都发现了二次屈曲

现象．
针对实际存在的二次屈曲现象，很多研究者进

行了理论研究和数值模拟分析［４－７］．对于某些板壳
结构在二次出现过程中，其承载能力有所提高，并



没有失稳，因此研究二次屈曲具有工程意义．在实
际的屈曲行为中，存在着一类特殊的屈曲现象，即

薄膜的屈曲．在薄膜结构中，由于薄膜的弯曲刚度
很小，所以当薄膜中出现压应力时，薄膜会产出面

外变形而形成褶皱，这一特殊的面外变形现象，可

以处理为薄膜的屈曲行为，对于薄膜屈曲行为的分

析可以获得薄膜的褶皱变形模式［８－９］．除了对褶皱
的面外变形进行预测分析之外，通过对薄膜的后屈

曲过程的分析可以预知，当薄膜中出现褶皱进入到

后屈曲阶段时，薄膜的屈曲模态并不一定是稳定

的．即随着加载过程的延续，其后屈曲的褶皱模式
并不一定是单纯的褶皱幅度的变化，有可能出现波

形的跳跃，即有新的褶皱出现．也就是在后屈曲的
过程中，通过进一步的屈曲而产生了新的褶皱，本

文将这一过程定义为薄膜褶皱的二次屈曲．目前对
于薄膜褶皱的二次屈曲现象还没有进行较为深入

的研究．
本文考虑了薄膜具有微小的初始面外变形，采

用有限元软件，分析了不同加载过程中薄膜的二次

屈曲过程，研究了二次屈曲平衡路径的特点，并分

析了二次屈曲过程中褶皱的变形模式．

１　薄膜二次屈曲分析模型
本文所建立的薄膜二次屈曲的分析模型如图

１所示．薄膜的尺寸为３８０ｍｍ×１２０ｍｍ．材料常
数如弹性模量、泊松比、及薄膜厚度分别为：Ｅ＝
３５３ＧＰａ，μ＝０３，ｔ＝５０μｍ．位移边界条件为：
左右边界为自由边界；上边缘首先向ｙ方向拉伸一
个小的距离δ２，以使薄膜中产生一定的初始应力，
然后上边缘向ｘ方向产生剪切变形δ１．此时在薄膜
中会产生与底边成θ角的斜向褶皱．通过本

模型分析后屈曲过程中的二次屈曲现象．
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图１　剪切矩形薄膜

２　二次屈曲的数值分析方法
对于图１所示的剪切薄膜褶皱二次屈曲分析

模型，基于ＡＮＳＹＳ程序建立的二次屈曲数值分析
流程如图２所示．首先采用壳单元建模，考虑薄膜
微小的弯曲刚度；施加初始张紧力，使薄膜具有一

定的初始几何刚度，使分析能够启动；施加初始缺

陷，本文考虑的薄膜不是完全的平面薄膜，而是具

有一定的微小的面外变形（其量级与薄膜的厚度相

当），对于这样微小的面外变形，在建模的过程中是

无法考虑的，所以本文采用载荷步中施加的方法，

即施加垂直于薄膜表面的面外扰动力，使薄膜产生

任意形式的面外变形来作为其所具有的初始缺陷．
扰动力的具体施加方式为：选取若干个节点，在每

个节点上施加垂直薄膜表面的集中力，力的大小为

００１Ｎ，并使正负集中力的数量相同，以保持薄膜
所受的面外合力为零；施加边界上的剪切载荷；进

行非线性后屈曲分析，为了获得二次屈曲的平衡路

径和平衡位形，使分析能够收敛，要采取控制收敛

的措施，最主要的就是采取位移控制收敛的方式，

并结合二分法、重启动分析及Ｎ－Ｒ法，综合采取
些措施可以使分析获得收敛；后处理，得到二次屈

曲的平衡路径及其平衡位形．
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图２　二次屈曲分析流程

　　分析中采用壳６３单元建模，考虑薄膜的弯曲
刚度．单元数量为 ５０８０个，采用的边界载荷为
δ１ ＝０～３ｍｍ，δ２ ＝０１ｍｍ．

３　二次屈曲分析
３１　单次二次屈曲

采用图２所示的二次屈曲分析流程对薄膜的

二次屈曲现象进行分析．剪切距离为１ｍｍ和３ｍｍ
时薄膜的纵向中线面外变形曲线如图３和图４所
示．从图上可知，当剪切距离为１ｍｍ时薄膜产生
了２４个褶皱，而当剪切距离为 ３ｍｍ时产生了
２６个褶皱．由此可见，当剪切距离从１ｍｍ至３ｍｍ
的加载过程中，由已有褶皱分岔产生了新的褶皱．
当剪切距离为１２６５ｍｍ时，薄膜纵向中线的面外
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变形曲线如图５所示．从图上可以看出，由既有褶
皱通过分岔产生了新的褶皱，即出现了二次屈曲

现象．
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图３　褶皱构形（δ１ ＝１ｍｍ）
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图４　褶皱构形（δ１ ＝３ｍｍ）
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图５　褶皱构形（δ１ ＝１．２６５ｍｍ）

　　选取薄膜上３个节点，其屈曲平衡路径如图６
所示．粗实线为基本路径，带标记的细线为分岔路
径．其中节点Ｃ位于分岔区内．从曲线的变化趋势
来看，可以分为五个区：Ｉ前屈曲过程；ＩＩ后屈曲波
动过程；ＩＩＩ二次屈曲过程；ＩＶ二次屈曲波动过程；
Ｖ稳定后屈曲过程：

前屈曲过程（Ｉ区）：由于薄膜具有微小的初始
缺陷，且有一定的初始面外变形，所以其前屈曲平

衡路径略微偏离了基本平衡路径；

后屈曲波动过程（ＩＩ区）：由于具有初始缺陷，
所以其分支点不是很明确．并且在这个过程中，曲
线出现了拐点，即屈曲模态出现了波动，褶皱构形

不稳定；

二次屈曲过程（ＩＩＩ区）：过了Ｐ２点之后，３个节
点处的面外变形迅速增加，但其承受的外载荷却没

有明显的增加，并且马上又出现了拐点，说明在这

个过程中出现了二次屈曲现象．Ｐ２点至Ｐ４点所对
应的薄膜面外变形等高线如图７所示．从图上可以
看出，二次屈曲首先在边缘处产生，然后沿着波峰

和波谷的中间处向薄膜中心扩展，到达Ｐ５点时，二
次屈曲已经完成，产生了新的褶皱．

二次屈曲波动过程（ＩＶ区）：二次屈曲完成后，
依然有一个小的波形的波动过程，但这种波动不像

后屈曲波动过程那么显著．
稳定后屈曲过程（Ｖ区）：过了Ｐ６点之后，褶皱

的面外变形随着载荷的增加单向连续的变化，没有

出现拐点，此时褶皱构形已比较稳定，薄膜进入稳

定的后屈曲状态．
另外，从平衡路径上也可以看出，整个后屈曲

过程中，其承受的外载荷是不断的增加的，可见在

这种情况下，薄膜的后屈曲过程依然是稳定的．
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图６　具有初始缺陷的屈曲平衡路径
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图７　二次屈曲过程
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３２　连续二次屈曲
对于不同的初始缺陷，在大范围的后屈曲过程

中薄膜可能出现连续的二次屈曲现象，通过下面的

例子可以说明．
在上述的分析过程中，当剪切距离为１ｍｍ时

薄膜中将产生２４个褶皱，然后改变加载方式，固定
薄膜上边缘ｘ方向的自由度，并施加ｙ方向的张拉
作用，张拉至０５ｍｍ．分析其张拉阶段的后屈曲过
程．图８为薄膜上３０４５节点Ｎ在张拉阶段的后屈
曲平衡路径（横坐标轴为 ｙ方向的张拉作用力）．
从图上可以看出其后屈曲过程中出现了两次二次

屈曲现象，即ＡＢ点之间和ＣＤ点之间．ＡＢＣＤ点对
应的薄膜面外变形等高线如图９所示．从图上可以
看出，这种二次屈曲首先在边界上产生，然后随着

加载过程的延续向中心扩展，产生新的褶皱．
从图８中也可以看出，在二次屈曲过程中（ＡＢ

段曲线及ＣＤ段曲线），ｙ方向的张拉作用力稍有下
降，说明在二次屈曲发生的过程中结构是不稳

定的．
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图８　后屈曲平衡路径
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图９　二次屈曲构形

４　结　论
本文建立了薄膜二次屈曲的分析模型和分析

流程，并分析了具有任意初始缺陷的薄膜二次屈曲

现象．结果表明，由于初始缺陷的存在，薄膜的后屈
曲过程中褶皱模式不稳定，出现了二次屈曲现象．
薄膜的平衡路径呈现多阶段的特点．在不同加载方
式下，二次屈曲过程中结构可能是稳定的，也可能

是不稳定的，并且在薄膜中会出现连续的二次屈曲

现象．
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