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可靠性模型自助参数估计法
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摘　要：为了提高可靠性模型参数估计精度，在分析传统可靠性模型的基础上，指出传统的最小二乘法估计
和逐次线性概似估计因受随机变量假设分布的限制存在一定的局限性．用自助法给出了可靠性模型的参数
估计，包括点估计和区间估计．计算结果表明：自助法所得参数的估计区间、标准差及模型标准残差均小于传
统回归法所得结果．在可靠性模型参数估计中，自助参数估计法通过增加模拟次数可快速逼近参数真值，方
法快速、有效，可提高模型精度．
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　　可靠性模型在可靠性分析中具有十分重要的
作用，通过可靠性模型，可在设计、试验、运行和维

修等阶段对产品进行可靠性分析和优化．参数模
型是可靠性模型分析中常见的模型之一，该模型

一般具有经典的统计分布，如指数分布、正态分

布、威布尔分布等，可用观测失效数据估计出分布

中的模型参数．其参数估计的方法有：图形法［１］、

矩法［２］、极大似然法［３］、贝叶斯法［４］等．非线性模
型参数估计的方法有［５］：带约束的参数估计、稳

健估计、拟似然估计等．常用方法有两种：一是非

线性函数线性化，用最小二乘法进行线性回

归［６－７］；二是对于不可线性化的内在非线性函数

可用泰勒级数展开，略去高次项，用逐次线性概似

的方法解之［８］．上述两种方法存在的问题是：前
者有时由于模型精度过低而通不过假设检验；后

者的求解过程过于烦琐，有时陷于局部最小而得

不到全局最优解．
针对上述问题，本文提出了可靠性模型参数

自助估计法，可在原方法的基础上给出参数的点

估计和区间估计，经实例验证，该方法快速、有效，

模型残差小，具有较高的精度．

１　可靠性模型参数估计的两种常见
方法的局限性

　　可靠性模型分为参数模型和非参数模型（本



文讨论参数模型），两类模型以非线性模型居多，

其中可线性化的内在线性模型可用最小二乘法进

行回归分析，不可线性化的（内在）非线性模型可

用逐次线性概似的方法解之．
１１　内在线性模型参数的最小二乘估计

内在线性模型是线性化的非线性模型，即可

通过变换转化成线性模型，其 ｐ元线性回归模
型为

Ｙ＝β０＋β１Ｘ１＋… ＋βｐＸｐ＋ε．
式中：随机变量ε～Ｎ（０，σ２），且独立同分布，β０，

β１，…，βｐ和σ
２是未知参数．

ｎ次独立观测的线性模型用矩阵形式表示为
Ｙ＝Ｘβ＋ε． （１）

式中：
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β的最小二乘估计

β
Λ
＝（ＸＴＸ）－１ＸＴＹ． （２）

１２　内在非线性模型参数的逐次线性概似估计
内在非线性模型的一般形式为

Ｙ＝ｆ（Ｘ，β
Λ
）＋ｖ． （３）

式中：ｖ为随机变量，设式（３）有ｎ个自变量和ｐ个

参数，β０
Λ
为参数β

Λ
的初始值，则在β０

Λ
的邻域内用

泰勒级数展开函数ｆ，并略去高次项，有

Ｙ－ｆ（Ｘ，β０
Λ
）＝∑

ｐ

ｉ＝１

ｆ（Ｘ，β
Λ
）

β
Λ[ ]
ｉ

（βｉ
Λ
－βｉ０

Λ
）＋ε．

（４）
对应上式代换整理如下：

ΔＹ＝Ｘ′Δβ＋ε． （５）
式（５）形如式（１），线性回归后可得Δβ的一组估
计值，因此可解出

β
Λ
＝β０

Λ
＋Δβ

Λ
．

设δ为允许误差，如果满足

｜（β１
Λ
－β０

Λ
）／β０

Λ
｜≤δ，

则β
Λ
为所求结果；否则以该值为新的初始值，返回

式（４），重新计算，直至满足前后两次参数估计值

的相对误差小于给定的允许误差．
１３　两种估计法存在的问题及解决的办法

从上面的分析可以看出，可线性化非线性模

型和内在非线性模型，其参数估计无论是采用最

小二乘估计还是逐次线性概似估计，本质都是线

性回归，式（１）和式（５）的相似性也说明了这一
点．前者就随机变量对模型精度的影响处理是要
求残差平方和最小，但由于这类模型在对数变形

代换过程中改变了因变量的形式，使得变形后模

型在其残差平方和最小的情况下，原模型的残差

平方和不一定最小，因此，有时会出现变形后模型

精度尚可，但原模型却精度过低的情况；逐次线性

概似法参数估计虽然可以使模型残差平方和达到

最小而逼近最佳的待估回归系数，但其求解过程

过于繁琐，且解过分依赖于初始值，因此有时会陷

于局部最小而得不到全局最优解，即得不到最优

点处的平方和最小．另外，两种方法均受到假设条
件的限制．因为通常假定随机变量为零均值，同方
差和不存在自相关，且自变量之间不存在高度多

重共线性．
自助Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ法可以解决上述问题，这是因

为自助Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ法充分利用了子样本身的信息，
只依赖于给定的观测信息，不需要其他的假设．文
献［９］在时间序列多项式回归分析中，就是用自
助重复抽样拟合出了参数估计值的分布．可靠性
模型参数自助估计法对随机变量分布总体无须做

出任何假设，利用计算机通过增加模拟次数可快

速逼近参数真值，提高模型精度．

２　可靠性模型参数的自助 Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ
估计

２１　自助Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ法
Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ法（自助法）是美国 Ｓｔａｎｆｏｒｄ大学统

计系教授Ｅｆｒｏｎ提出的一种统计推断方法［１０－１１］．
该方法的思路是：设容量为 ｎ的独立同分布随机
子样 Ｘ＝（Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ）来自未知的总体分布
Ｆ；通过子样构造经验分布Ｆｎ，设θ＝θ（Ｆｎ）为总

体分布中的未知参数，θ
Λ
＝θ
Λ
（Ｆｎ）为θ的估计，估

计误差

Ｒｎ ＝θ
Λ
（Ｆｎ）－θ

Λ
（Ｆ）．

依 Ｆｎ抽取一次再生样本 Ｘ１ ＝（Ｘ１１，Ｘ１２，…，
Ｘ１ｎ），得到θ（Ｆ），并作为θ的一个样本．设Ｆｎ是由
Ｘ 得出的经验分布，记：

Ｒｎ ＝θ
Λ
（Ｆｎ）－θ

Λ
（Ｆｎ）．

然后用Ｒｎ的分布特性来迫近 Ｒｎ的分布特性．因
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此有

θ（Ｆ）≈θ
Λ
（Ｆｎ）－Ｒｎ．

　　 记 Ｂ次自助抽样的再生样本 ＸＢ ＝（ＸＢ１，
Ｘ
Ｂ２
，…，Ｘ

Ｂｎ
），则Ｂ个自助样本作为θ的Ｂ个样本

构成向量：

ＸＢｏｏｔｓｔｒａｐ ＝［Ｘ１，Ｘ２，…，ＸＢ］
Ｔ ＝

Ｘ１１ Ｘ１２ … Ｘ１ｎ
Ｘ２１ Ｘ２２ … Ｘ２ｎ
   

ＸＢ１ ＸＢ２ … Ｘ













Ｂｎ

． （６）

因此可依式（６）统计求出 θ的分布及其特征值，
如均值、方差或分布密度函数等．
２２　Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ法在可靠性模型参数估计中的具

体应用

对于内在线性模型或内在非线性模型，可分

别依式（２）或经验初值得到模型参数的估计β
Λ
，则

由式（１）得

ε
Λ
＝Ｙ－Ｘβ

Λ
．

　　因此可计算ε
Λ
，构成子样ε

Λ
＝（ε１

Λ
，ε２
Λ
，…，εｎ

Λ
），

随后抽去一个自助样本 ε１ ＝（ε１１，ε１２，…，ε１〗ｎ），
由式（１）重新计算Ｙ，得到自助观测值（Ｘ，Ｙ），
最后用该值和公式

Ｙ ＝Ｘβ
Λ
＋ε，

得到β 的第一个估计β１
Λ
，重复上述过程至第 Ｂ

次，得β 的第Ｂ个估计βＢ
Λ
．至此，可由Ｂ个自助

抽样估计值β
Λ
统计得出其均值，作为参数的最后

估计．
作为验证，这里以文献［１２］提供的数据为

例，可靠性模型选取威布尔分布．
具有经典统计分布的威布尔分布是典型的可

线性化的非线性模型，两参数威布尔分布可靠性

模型为

Ｒ（ｔ）＝ｅｘｐ－ ｔ( )η[ ]β ．
这里β为形状参数，η为尺度参数，ｔ为时间，Ｒ（ｔ）
为可靠度，设

ｙ＝ｌｎ［－ｌｎ（Ｒ（ｔ））］，ｘ＝ｌｎ（ｔ）， （７）
变换后的线性模型为

ｙ＝β（ｘ－ｌｎ（η））． （８）
　　 对应文献［１２］的一组失效数据：ｔ１，ｔ２，…，
ｔｎ，首先用中位秩估计可得模型的可靠性估计．公
式如下：

Ｒ（ｔｉ）＝１－（ｉ－０３）／（ｎ＋０４），
　　　ｉ＝１，２，…，ｎ．

　　因此，得到数据对（ｔｉ，Ｒ（ｔｉ）），由式（７），有数
据对（ｘｉ，ｙｉ），随后对应式（８）作回归分析，最后应
用自助法得到各参数的最后估计值，其中，取Ｂ＝
１０００，同时计算出其置信区间和标准差及各模型
的标准残差［１３］，计算结果如表１．

表１　不同方法结果比较

方法
β

估计值 置信区间 标准差

η

估计值 置信区间 标准差

模型标准残差

最小二乘估计 逐次线性概似估计

传统回归法 １９７７２９８
［１７１０４８５，

２２４４１１１］
１０５６０ ５５３０７１３９３

［５３７２５０２４６，

５７４６００５６４］
１１２００ ６１９９ ３６７６

Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ法 １９７６４２４
［１９６８９７４，

１９８３８７５］
７３７３ ５５３４０６９４２

［５５２８９５５２０，

５５３９２０９６０］
７８２４ ５２３２ ２５６７

　　自助法所得可靠性曲线与原始曲线如图１所
示，其可靠度在图中分别用 ＲＢ（ｔ）、Ｒ（ｔ）表示．图
２为自助法残差随机变量有放回的重复抽样１００、

１５０ ４５０ ７５０ １０５０
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图１　自助法可靠性曲线与原始曲线比较图

１０００次后的直方图、密度估计曲线和正态分布概
率密度曲线图．
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图２　自助法随机变量直方图、密度估计曲线和
正态分布概率密度曲线图
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３　讨　论
１）从表１可以看出：自助法较之传统的回归

法，其各项指标均明显优于后者．特别是对参数置
信区间的估计，在同等置信水平下，前者显著好于

后者．
２）从模型标准残差看，若分别采用传统回归

法中的最小二乘估计和逐次线性概似估计，其值

分别为６１９９、３６７６，后者小于前者，约为前者的
一半左右．后者较高的模型精度其实是以其增加
迭代次数为代价的，其中，迭代次数与允许误差有

关；若在两种传统方法的基础上均采用自助法，模

型标准误差均会有不同程度的减小．前者减小
０９６７，后者减小１１０９．且后者仍为前者的一半
左右，自助概似估计仍优于自助平方估计．
３）前文已述及原模型的精度均低于变换后

模型精度，这是因为等量变换改变了因变量形式

所致．
４）从图 ２可以看出：只有在大样本 （Ｂ＝

１０００）情况下，残差分布才接近正态分布．因此传
统回归视随机变量 ε～Ｎ（０，σ２）的假定必然要
影响模型的精度，而自助参数估计只依赖于给定

的观测信息，不需要其他假设的这一特点正好弥

补了其不足，因此可获得具有较高精度的模型．

４　结　论
１）传统参数估计中，视随机变量为零均值，

同方差和不存在自相关，且自变量之间不存在高

度多重共线性的假定是影响模型精度的原因

之一．
２）传统参数估计中的最小二乘估计和逐次

线性概似估计，本质都是线性回归．
３）自助参数估计法对随机变量分布总体不

做任何假设，利用计算机通过增加模拟次数可快

速逼近参数真值，快速、有效，所得模型残差小，与

传统的参数估计相比，可靠性模型具有较高的

精度．
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