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摘　要：提出了时域有限元法（ＴＤＦＥＭ）的一种新的基函数—二次 Ｂｓｐｌｉｎｅ时域基函数．首先简述了时域有
限元法的原理和基本公式；然后提出了新型的基于 Ｂｓｐｌｉｎｅ函数的条件稳定和无条件稳定的时域有限元法
方案，并应用于三维电磁辐射问题．通过典型的算例对这两种方案的精度、运算时间进行了比较，证实了基于
二次Ｂｓｐｌｉｎｅ函数的时域有限元法的有效性．通过稳定性理论分析得出该算法的精确稳定性，并且通过数值
计算的结果得到验证．
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　　在计算电磁领域，有不同的时域分析计算方
法，例如时域有限差分法（ＦＤＴＤ）、时域积分法
（ＴＤＩＥ）和时域有限元法（ＴＤＦＥＭ）等，致力于对
各种不同的结构进行建模与仿真分析．在众多的
方法中，ＴＤＦＥＭ因其继承了 ＦＥＭ特别适用于复
杂的几何结构和介电特性分布的优点，及在非均

匀介质体内产生的也是稀疏矩阵的长处，因而在

解决宽带特性的电磁场问题上弥补了 ＦＤＴＤ和
ＴＤＩＥ法的某些不足而被人们渐渐关注．ＴＤＦＥＭ
起源于上世纪８０年代，分为两大类，一类是最初

由Ａ．Ｃ．Ｃａｎｇｅｌｌａｒｉｓ等［１－３］提出的微分形式的点

匹配时域有限元法．该方法结合了 ＦＤＴＤ显式积
分法的简明性和传统有限元的灵活性，但是会出

现源于电场和磁场点在网格上的交替出现而产生

的类似 ＦＤＴＤ法的越级（ｌｅａｐｆｒｏｇ）问题．为了避
免或解决这些问题，第２类隐式时域有限元法在
１９９５年提出［４］．该方法是基于电场（或磁场）的矢
量有限元空间基函数和时间基函数展开的二阶矢

量波方程，其优点是简单而稳定，缺点是每个时间

步必须求解一个矩阵方程；对于开域空间问题，采

用传统的吸收边界条件，有限元计算空间十分庞

大，这个问题更加严重，以致无法进行．由于这些
原因，这类时域有限元法发展缓慢．直到２０００年



初，由于完全匹配层（ＰＭＬ）［５］等概念的提出和应
用，时域有限元法才得到较大的发展．

本文研究上述第２类的时域有限元法，与已
报道的 ＴＤＦＥＭ方法不同的是，本文首次引入了
Ｂｓｐｌｉｎｅ函数作为时间基函数．另外，利用 Ｎｅｗ
ｍａｒｋβ方法验证了相应的检测函数．Ｂｓｐｌｉｎｅ函
数早在１９４６年被Ｉ．Ｊ．Ｓｃｈｅｎｂｅｒｇ提出［６］，因其插

值特性和计算简单的优点近期才在计算电磁算法

中被重视．Ｂｓｐｌｉｎｅ时域基函数已经在 ＦＤＴＤ和
ＴＤＩＥ算法中被采用并取得了不错的效果［７－８］．然
而，目前在时域有限元法的研究中还没有具体应

用Ｂｓｐｌｉｎｅ时域基函数的报道．本文算法的另外
两个特点是：１）采用ＳａｃｋｓＰＭＬ做截断边界条件；
２）采用高阶矢量有限元作为空间基函数．

１　ＴＤＦＥＭ基本公式
为了推导出电场的时域有限元方法，从一个

时域电磁场的初值问题开始［３］，方程式如下：

 ×１μｒ
 ×Ｅ＋

εｒ
ｃ２０
·
２Ｅ
ｔ２
＝－μ０

Ｊ０
ｔ
．

其中Ｊ０代表外加电流源，εｒ和μｒ分别是相对介电
常数和相对磁导率，ｃ０代表自由空间光速．用
ＳａｃｋｓＰＭＬ来截断有限区域，在 ＰＭＬ区域，电场
满足下式：

 ×（Λ

－１
Ｍ· ×Ｅ）－

ω２Λ


Ｅ

ｃ２０
·Ｅ＝－ｊωμ０Ｊ０．（１）

其中，Λ


Ｍ ＝μｒ＋σＭ／ｊωμ０，　Λ


Ｅ ＝εｒ＋σ／ｊωε０为
张量．为保证ＰＭＬ层对于不同频率具有同等的衰

减能力，Λ


Ｅ ＝ Λ


Ｍ ＝ ｄｉａｇ（γｙγｚ／γｘ，γｚγｘ／γｙ，
γｘγｙ／γｚ）应取γξ＝１＋βξ／ｊω，ξ＝ｘ，ｙ，ｚ

［９］．
现将空间分割为一系列四面体，记 Ｎｉ为相应

的空域Ｗｈｉｔｎｅｙ基函数［１０］，并设Ｅ可表示为它们
的线性组合

Ｅ（ｒ，ｔ）＝∑
ｊ
ｅｊ（ｔ）Ｎｊ（ｒ）． （２）

　　将（１）式点乘→Ｎｉ，进行全域积分，并利用·（Ａ×
Ｂ）＝（×Ａ）·Ｂ－Ａ·（ ×Ｂ）和Ｇｒｅｅｎ公式，进
行拉氏变换，记ｓ＝ｊω，可得弱形式下的方程［４］为


Ω
（ ×→Ｎｉ）·Λ


－１
Ｍ（ ×

→Ｅ）＋→Ｎｉ·
ｓ２Λ


Ｅ

ｃ２０
→( )ＥｄＶ＝

　　
Ω
（－ｓμ０

→Ｎｉ·
→Ｊ０）ｄＶ． （３）

将式（２）代入式（３）得半离散化的时域方程为

　［Ｌ］ｄ
２

ｄｔ２
｛ｅ｝＋［Ｍ］ｄｄｔ｛ｅ｝＋［Ｓ］｛ｅ｝－｛ｐ｝＋｛ｑ｝＝０．

（４）

这里

Ｌｉｊ＝
Ｖ

εＮｉ·ＮｊｄＶ，

Ｍｉｊ＝
Ｖ

ε
ε０
Ｎｉ·珋Ｊ·ＮｊｄＶ，

Ｓｉｊ＝
Ｖ

１
μ
（ ×Ｎｉ）·（ ×Ｎｊ）ｄＶ＋


Ｖ

ε
ε２０
Ｎｉ·珚Ｃ·ＮｊｄＶ，

ｐｉ＝
Ｖ

ε
ε３０
Ｎｉ·∑

ｊ
（珚Ｄ·Ｎｊ）ｄＶ，

ｑｉ＝
Ｖ

１
με０
（ ×Ｎｉ）·∑

ｊ
［（珔Ｆ）·（ ×Ｎｊ）］ｄＶ，

Ｊ－ ＝ｄｉａｇ｛σｙ＋σｚ－σｘ，σｚ＋σｘ－σｙ，σｘ＋σｙ－σｚ｝．
其中珚Ｃ是对角矩阵，对角元为

珔Ｃｘｘ ＝（σｘ－σｙ）（σｘ－σｚ）．
珔Ｃｙｙ，珔Ｃｚｚ可以根据（ｘ，ｙ，ｚ）的轮换对称得到；同理
珚Ｄ，珚Ｆ也是对角矩阵，对角元含时间卷积，即

珚Ｄｘｘ ＝σｘ（σｘ－σｙ）（σｘ－σｚ）·ｅ
－
σｘ
ε０ｅｊ（ｔ），

珔Ｆｘｘ＝
σｙ（σｘ－σｙ）
（σｙ－σｚ）

·ｅ－
σｙ
ε０＋
σｚ（σｘ－σｚ）
（σｚ－σｙ）

·ｅ－
σｚ
ε( )０ ｅｊ（ｔ）．

为了把式（４）的半离散化的时域方程转变成
完全离散化的时域方程，ｅｊ（ｔ）应当由某种时间基
函数Ｔｍ（ｔ）展开，即

ｅｊ（ｔ）＝∑
ｍ
ｅｍｊＴ

ｍ（ｔ）． （５）

其中ｅｍｊ是ｅｊ（ｔ）在 ｔ＝ｔ
ｍ（ｍ为整数）时相对应的

值．在以往报道的时域有限元法文献中，Ｔｍ（ｔ）都
采用如下的线性时域基函数：

Ｔｍ（ｔ）＝１－ ｔ－ｍΔｔ
Δｔ

，　｜ｔ－ｍΔｔ｜≤Δｔ．

本文采用二次Ｂ－ｓｐｌｉｎｅ函数作为时域基函数．

２　Ｂｓｐｌｉｎｅ时域基函数
构造Ｂ样条函数时，给定阶数 ｎ，Ｂ样条函数

ｎ（ｘ）的表达式为［１１］

ｎ（ｘ）＝１ｎ！∑
ｎ＋１

ｉ＝０

ｎ＋１( )ｉ
（－１）ｉ（ｘ－ｉ＋１）ｎ·

Ｈ（ｘ－ｉ＋１）． （６）
其中：Ｈ（ｘ）是阶跃函数．Ｂ样条函数虽然是分段
函数，但（ｎ－２）次导数连续，因此用在ＴＤＦＥＭ中
可以更精确地进行时域离散．

在式（６）中取 ｎ＝３得到本文所用的二阶
Ｂｓｐｌｉｎｅ时域基函数的表达式由下式给出．

Ｔ（ｔ）＝
０．５（ｔ／Δｔ＋１）２，　－Δｔ≤ｔ≤０；
－（ｔ／Δｔ）２＋ｔ／Δｔ＋０．５，　０≤ｔ≤Δｔ；

０．５（ｔ／Δｔ）２－２（ｔ／Δｔ）＋２，　Δｔ≤ｔ≤２Δ
{

ｔ．
（７）

·７３８·第５期 吴　霞，等：二次ＢＳｐｌｉｎｅ时域基函数的ＴＤＦＥＭ的应用



３　两种基于Ｂｓｐｌｉｎｅ的ＴＤＦＥＭ

该新算法的稳定性是至关重要的．鉴于稳定性
依赖于时域的离散化，而且有多种方法把式（４）变
成一个完全离散的矩阵方程，如中心差分、前向差

分、后向差分或Ｎｅｗｍａｒｋβ法［１２］．本文采取和空间
离散同样的方法，即用时域基函数来获得完全离散

化的方程．时域离散展开系数的值取决于离散化时
域基函数和测试函数的具体形式．
３１　条件稳定（ＣＳ）Ｂｓｐｌｉｎｅ函数ＴＤＦＥＭ方案

第一种选择是采用如下的 Ｂｓｐｌｉｎｅ函数和测
试函数：

Ｗｎ１（ｔ）＝９｜ｔ／Δｔ｜
２－９｜ｔ／Δｔ｜＋２．（８）

将时域基函数（７）代入（５），再代回到（４）式，利用式
（８）做测试函数，最终的完全离散化时域方程为

［Ｌ］
２（Δｔ）２

（ｅｎ＋２－ｅｎ＋１－ｅｎ＋ｅｎ－１）－［Ｍ］４Δｔ
（ｅｎ＋２＋

　　　　ｅｎ＋１－ｅｎ－ｅｎ－１）＋［Ｓ］（β２ｅ
ｎ＋２＋β１ｅ

ｎ＋１＋

　　　　β０ｅ
ｎ＋β－１ｅ

ｎ－１）＝－∑
ｎ＋２

ｉ＝ｎ－１
βｉ－ｎ（ｐ

ｉ＋ｑｉ）．（９）

其中：β－１ ＝β２ ＝１３／１２０，β０ ＝β１ ＝４７／１２０．
３２　无条件稳定（ＵＣＳ）Ｂｓｐｌｉｎｅ函数ＴＤＦＥＭ

另一种选择是采用的Ｂｓｐｌｉｎｅ函数和测试函
数为

Ｗｎ２（ｔ）＝６０｜ｔ／Δｔ｜
３－７５｜ｔ／Δｔ｜２＋２１｜ｔ／Δｔ｜．

　　最终的完全离散化时域方程形如式（９），参
数βｉ不同：β－１ ＝β２ ＝１／８，β０ ＝β１ ＝３／８．
３３　稳定性分析

包含ＰＭＬ部分的ＴＤＦＥＭ完全离散方程的稳
定性分析很复杂，文献［１３］中证明了式（４）中的
［Ｍ］，｛ｐ｝和｛ｑ｝这几项，对整个方程的稳定性影
响很微小，故而为了简便起见可以忽略不计．对化
简了的式（４），用Ｎｅｗｍａｒｋβ法来离散化，再进行
ｚ变换，得到

－［Ｌ］（ｚ－１）
２

（Δｔ）２
珓ｅ（ｚ）＝［Ｓ］ ｚ－１

ｚ－ｅ－σΔｔ／[ ]ε （βｚ２＋（１－
　　２β）ｚ＋β）珓ｅ（ｚ）． （１０）

定义σ＝ｍａｘ｛σｘ，σｙ，σｚ｝，式（１０）可转化
成特征值问题．假定矩阵［Ｌ］－１［Ｓ］Δｔ２的特征值
为λ，式（１０）可写成

（ｚ－１）２＋λ ｚ－１
ｚ－ｅ－σΔｔ／[ ]ε （βｚ２＋（１－２β）ｚ＋β）＝０．

（１１）
稳定条件是式（１１）中的根 ｚ落在单位圆内，

相应的λ的取值范围在０～λｍａｘ，即
０≤λ≤λｍａｘ＝［－（１－１２β－ｅ

－σΔｔ／ε－

　　　４βｅ－σΔｔ／ε）］／（１－１６β２）＋［（（１－１２β－
　　　ｅ－σΔｔ／ε－４βｅ－σΔｔ／ε）２－８（１＋ｅ－σΔｔ／ε）（１６β２－
　　　１））１／２］／（１－１６β２）．

当β≥１／４时，不论Δｔ取多大都可以满足ｚ的
值在单位圆内，即该格式是无条件稳定的．

对式（９）引入β＝２β２，用上面同样的方法对
其进行ｚ变换，得到的特征值方程与式（１１）一样．
所以，当在半离散方程（４）中采用Ｗｎ１（ｔ），时域离
散方程（９）的参数β＝１３／６０＜１／４，是条件稳定
的；而在半离散方程（４）中采用Ｗｎ２（ｔ），时域离散
方程（９）的参数 β＝１／４，则是无条件稳定的．条
件稳定方案的稳定条件是选取满足下式的 Δｔ，
ρ（·）代表谱半径．

Δｔ≤ λ槡 ｍａｘ／ ρ（［Ｌ］－１［Ｓ槡 ］）．

４　算例分析
基于上述 ＴＤＦＥＭ编制 ＦＯＲＴＲＡＮ程序并在

Ｐ４计算机上实现，用此程序计算了一些算例来验
证算法的精确性和有效性．脉冲函数采用高斯脉
冲，由下式给出：

　 (Ｖ＝ １－（ｔ－ｔ０）
２／Ｔ )２ ｅｘｐ［－０５×（ｔ－

ｔ０）
２／Ｔ２］．

其中ｔ０＝６Ｔ，ｆ０＝１／Ｔ＝２９４６ＭＨｚ．图１是高斯
脉冲的波形和波谱图．
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图１　高斯脉冲的波形和波谱图

４１　谐振腔
为了证实新算法的精确性和有效性，第一个算

例是尺寸为００７２ｍ×００５０ｍ×００７２ｍ的无损
谐振腔．采用高斯脉冲源，先计算了电场的时域响
应，然后通过时间响应的快速傅立叶变换得到谐振

腔的谐振频率．表１列出了各种时域基函数的ＴＤ
ＦＥＭ谐振腔的ＴＥ模谐振频率和对应的解析解．
　　从该表中可以看出，条件稳定和无条件稳定
的Ｂｓｐｌｉｎｅ函数ＴＤＦＥＭ都和解析解吻合得很好，
从而证明了前面提出的方法的精确性和有效性．
在精度上，条件稳定二次 Ｂｓｐｌｉｎｅ算法显示出更
小的相对误差．
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表１　谐振腔的ＴＥ模谐振频率

采用的方法
ＴＥ１０１

谐振频率／ＭＨｚ 相对误差／‰

ＴＥ１１１

谐振频率／ＭＨｚ 相对误差／‰

ＴＥ３０１

谐振频率／ＭＨｚ 相对误差／％

解析解 ２９４６ ４２０５ ６５８８

线性基函数 ２９５１ １７０ ４１７７ ６７０ ６４８４ １６０
条件稳定二阶

Ｂ样条算法［１４］
２９４７ ０３４ ４１９３ ２９０ ６４９６ １４０

无条件稳定二阶

Ｂ样条算法
２９４９ １００ ４１８７ ４３０ ６４８８ １５０

４２　偶极子天线
第二个算例是偶极子天线，由图２所示．天线

的两极长度Ｌ皆为２５ｍｍ，馈源沿ｙ轴．采用均匀
剖分，未知量总数为１０５６０．图２给出了偶极子天
线的瞬态响应，观察点在ｒ＝（－００３６ｘ，００３６ｙ，
００１８ｚ）ｍ处．
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图２　电场值的ｙ方向分量

　　为了进一步证实远场结果的正确性，通过傅
立叶变换获得了２９ＧＨｚ下的 Ｅ－面方向图，见
图３，并与文献［１５］和传统的频域有限元算法的
结果进行比较．其中，实线代表采用条件稳定 Ｂ
ｓｐｌｉｎｅ时域基函数的ＴＤＦＥＭ，圆圈代表采用传统
ＴＤＦＥＭ的结果，星星代表采用无条件稳定 Ｂ－
ｓｐｌｉｎｅ时域基函数，由此可以看出新时域有限元
算法的数值结果与之很好地吻合．
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图３　Ｅ－面方向图

　　在运算效率方面，传统的ＴＤＦＥＭ，时间步长取
ｄｔ＝５ｐｓ，运算时间为６４９６ｓ；若取ｄｔ＝１０ｐｓ，在
４２０步发散；Ｂ－ｓｐｌｉｎｅ函数条件稳定方案，时间步
长取ｄｔ＝５ｐｓ，运算时间为６０５９６９ｓ；若取 ｄｔ＝
１０ｐｓ，在４００步发散；而无条件稳定的方案，时间步
长取ｄｔ＝１０ｐｓ，运算时间为４５５４３７ｓ．从而证实
了无条件稳定算法可以取较大的时间步长，节约了

运算时间．
４３　超宽带分形蝴蝶天线

第３个算例是超宽带分形蝴蝶天线，其结构
如图４所示（左图是传统的蝴蝶天线，中间是Ｓ＝
１情况下的分形蝴蝶天线，右图是Ｓ＝２情况下的
分形蝴蝶天线）．Ｌ＝ｈ＝００３２ｍ，馈源在天线中
心处，沿ｙ轴方向．３种天线未知量总数分别为
１０４５８，３６２１１和２０９９２．采用条件稳定Ｂ－ｓｐｌｉｎｅ
函数，时间步长取ｄｔ＝５ｐｓ．
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图４　分形蝴蝶天线的结构图

　　在图５中给出了这３种天线在频率增长情况
下的Ｅ－面方向图，很容易发现在１２ＧＨｚ时，３
种天线的差别不大；而在 ３ＧＨｚ或是更高的
６ＧＨｚ或８ＧＨｚ，传统的蝴蝶天线衰减更多．
　　通过以上算例，表明 ＴＤＦＥＭ可以直接在时
域模拟超宽带天线的特性，而避免了传统频域方

法在扫频上所消耗的计算时间．在超宽带天线和
雷达设计方面可得到广泛的应用．

５　结　论
文中推导了２种基于二次 Ｂｓｐｌｉｎｅ函数的时

域有限元法计算格式，一种是条件稳定的方案，另

一种是无条件稳定的方案．对这两种计算格式进
行稳定性理论分析，得出该算法的稳定性条件．通
过算例分析，得出条件稳定的方案在时间步长取

值较大时会发散；而无条件稳定的方案在时间步
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长选取上有更大的范围，所以运算时间少于前者．
数值结果证实了基于二次Ｂｓｐｌｉｎｅ函数的时域有
限元法的有效性．
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图５　传统和分形蝴蝶天线在不同频率下的Ｅ－面方向图
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ｉｎｇｓｏｆ２００８ＡｓｉａＰａｃｉｆｉｃＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＥＭＣ＆１９ｔｈ
ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＺｕｒｉｃｈ Ｓｙｍｐｏｓｉｕｍ ｏｎ Ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ
Ｃｏｍｐａｔｉｂｉｌｉｔｙ．Ｓｉｎｇａｐｏｒｅ：［ｓ．ｎ．］，２００８：７７４－７７７．

［１５］ＬＯＵＺ，ＪＩＮＪＭ．Ｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｂｒｏａｄ
ｂａｎｄａｎｔｅｎｎａｓｕｓｉｎｇｔｈｅｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＡｎｔｅｎｎａｓａｎｄＰｒｏｐａ
ｇａｔｉｏｎ，２００５，５３（１２）：４０９９－４１１０．

（编辑　张　宏）
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