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基于粒子的非牛顿流体模拟统一模型

孙洪全，韩纪庆

（哈尔滨工业大学 计算机科学与技术学院，哈尔滨 １５０００１，ｈｑｓｕｎ＠１２６．ｃｏｍ）

摘　要：为模拟非牛顿流体的运动现象，提出了一种基于粒子的模拟方法．通过对ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程组添加
应力张量项，并利用光滑粒子流体动力学的基本方法进行求解，建立了非牛顿流体模拟的统一模型．实验结
果表明，通过调节模型参数ｋ和μ，流体可表现出不同的弹性和塑性．增大ｋ而减小μ，流体会表现出较强的塑
性和较弱的弹性，反之，增大μ而减小ｋ，流体会表现出较强的弹性和较弱的塑性．通过扩展ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方
程组，模型能够真实的模拟具有不同弹性和塑性性质的非牛顿流体．
关键词：光滑粒子流体动力学；非牛顿流体；流体模拟
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　　非牛顿流体兼具固体和流体两方面特性，其
受到外力作用时能够产生弹性形变（类似于固

体），而当形变导致的应力足够大时会产生流动

（类似于流体），如粘土、蛋清、牙膏、明胶等．与只
具有粘性的牛顿流体相比，非牛顿流体还具有弹

性和塑性，其运动行为更加复杂，对其运动现象的

模拟更加困难．
在计算机动画领域，近年来光滑粒子流体动

力学［１－２］（ＳｍｏｏｔｈｅｄＰａｒｔｉｃｌｅＨｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ，ＳＰＨ）
理论已成为一类重要的粒子方法．Ｃａｒｌｓｏｎ等［３］模

拟了高粘性物质，其忽视了粘弹性物质的弹性性

质．Ｇｏｋｔｅｋｉｎ等［４］利用线性 Ｍａｘｗｅｌｌ模型计算流
体的应变张量，模拟了粘弹性流体运动，但没有模

拟流体的塑性．与文献［４］类似，ＨａｉＭａｏ等［５］基

于ＳＰＨ方法并利用共旋Ｍａｘｗｅｌｌ模型导出应变张
量，可以模拟流体的旋转运动．Ｍüｌｌｅｒ等［６］构建了

一种基于点的流体模拟方法，将连续介质力学和

ｖｏｎＭｉｓｓｅｓ塑性屈服条件相结合，并利用移动最
小二乘方法（ＭｏｖｉｎｇＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ，ＭＬＳ）计算速
度张量场．Ｐａｉｖａ等［７］基于 ＳＰＨ方法模拟粘塑性
流体，能够利用单个参数调节流体运动效果．

目前已提出的模拟非牛顿流体的各种方法都

具有一定的局限性，其中，一些方法适用于粘弹性

流体，另一些适用于粘塑性流体．本文通过扩展纳
维 －斯托克斯方程组（ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓＥｑｕａｔｉｏｎｓ，



ＮＳＥ）［８］，使其包含弹性应变和塑性应变，构建了
一种模拟非牛顿流体的统一模型，能够同时刻画

流体的粘性、弹性和塑性．

１　光滑粒子流体动力学
在ＳＰＨ理论中，整个流体通过离散的粒子来

表示，每个粒子上都承载了如质量，密度，速度和

压强等物理量．空间任意位置 ｘ处的性质可通过
对ｘ附近的粒子加权平均计算得到，所涉及的粒
子数目由一个具有有限支集的核函数Ｗ决定为
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式中：ｍｊ，ρｊ，Ａｊ分别为粒子ｊ的质量，密度和场值，
ｈ为核函数Ｗ的支集半径．

本文使用３次样条函数作为核函数［９］．

２　非牛顿流体模型
与牛顿流体相比，非牛顿流体还具有弹性和

塑性，本文通过在 ＮＳＥ中添加应变张量项，使其
可以刻画非牛顿流体的运动，具体形式为

ｄρ
ｄｔ＝－·ｕ， （３）

ｄｕ
ｄｔ＝－

１
ρ
ｐ＋ν

ρ
２ｕ＋μ

ρ
·εＥ ＋

１
ρ
·εＰ ＋ｇ． （４）

　　式（３）为连续性方程，式（４）为动量守恒方
程．其中，ｕ为速度，ρ为密度，ｐ为压强，ν为粘性
系数，μ为弹性系数，ｇ为重力加速度，εＥ和 εＰ分
别为弹性和粘塑性应变张量．

求解式（３）的ＳＰＨ计算公式［１０］为

ｄρｉ
ｄｔ＝∑ｊ ｍｊｕｉｊ·ｉＷｉｊ．

式中：ｕｉｊ＝ｕｉ－ｕｊ，Ｗｉｊ＝Ｗ（ｘｉ－ｘｊ，ｈ）．每个粒子
的密度被初始化为基准密度 ρ０，其变化由粒子之
间的相对运动决定．

求解式（４）时，需要对其右侧的各项分别建

立ＳＰＨ计算公式，在计算 －１
ρ
ｐ时采用的计算

格式为
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式（５）中的压强根据状态方程［１１］计算为

ｐ＝ｃ２（ρ－ρ０）．
式中：ｃ为声速，ρ为粒子的密度，ρ０为流体的静止

密度．
利用对称化方法，粘性项的计算公式为
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　　式（４）右侧的μ
ρ
·εＥ＋１ρ

·εＰ反映了流

体弹性和塑性应变产生的加速度，需要先计算其

中的εＥ和 εＰ．应变张量很难通过简单函数刻画，
通过应变率间接计算流体应变．由于非牛顿流体
兼具弹性和塑性，故可将总应变εＴ分为弹性应变
εＥ和塑性应变εＰ两个部分，其相应的３种应变率
分别记作 εＴ，εＥ和 εＰ，且有 εＴ ＝εＥ ＋εＰ．

在ｔ＋Δｔ时刻的流体弹性应变εＥ为

εＥ（ｔ＋Δｔ）＝εＥ（ｔ）＋∫
ｔ＋Δｔ

ｔ
εＥｄｔ． （７）

　　为刻画流体的局部总形变，总应变率张量被
定义为

εＴ ＝１２（ｕ＋（ｕ）
Ｔ）． （８）

其中，ｕ所对应的ＳＰＨ计算公式为

ｕ＝∑
ｊ

ｍｊ
ρｉ
（ｕｊ－ｕｉ）ｉＷｉｊ． （９）

　　根据式（７）计算弹性应变εＥ，必须先计算出
弹性应变率 εＥ．弹粘塑性流体受到外力作用后，
会产生弹性应变，当其累计达到一定程度时，才会

出现塑性流动现象．本文利用ｖｏｎＭｉｓｅｓ准则判定
是否产生塑性流动，为此需要先计算无迹应变张

量ε′，并根据ε′的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数‖ε′‖度量弹性
应变的大小，当 ‖ε′‖ 大于某个阈值 Ｄ时，判定
流体出现塑性流动，否则塑性应变率 εＰ为０．无迹
应变张量ε′为

ε′＝εＴ－Ｔｒａｃｅ（ε
Ｔ）

ｄ Ｉ． （１０）

式中：ｄ为维数，Ｉ为单位矩阵．塑性应变率 εＰ为

εＰ ＝ｋ ε′
‖ε′‖

ｍａｘ（‖ε′‖ －Ｄ，０）． （１１）

式中：ｋ为调整塑性效应的比率，Ｄ为塑性屈服阈
值．由 εＴ ＝εＥ ＋εＰ，可得

εＥ ＝εＴ－εＰ ＝１２（ｕ＋（ｕ）
Ｔ）－

ε′
‖ε′‖

ｍａｘ（‖ε′‖ －Ｄ，０）． （１２）

将式（１２）代入式（７）可计算出弹性应变εＥ，
塑性应变εＰ［１２］为

εＰ ＝η（Ｔ）εＰ． （１３）

式 中：Ｔ ＝ ２·Ｔｒａｃｅ（εＰ）槡
２，η（Ｔ） ＝ （１ －

ｅ－（Ｊ＋１）Ｔ）（Ｔｎ－１＋Ｔ－１），Ｊ，ｎ分别为调节流体的塑
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性形变特性，文中取Ｊ＝１０，ｎ＝０５．
综上所述，式（４）最终的ＳＰＨ计算公式为
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注意到式（１４）右侧的４个和式形式类似，实
际计算时可以合并，故只需一次求和迭代即可．

流体粒子的位移由方程
ｄｘ
ｄｔ＝ｕ控制，本文采

用二阶精度的ＬｅａｐＦｒｏｇ格式［１３］对其求解．

３　算法实现
整个模拟算法的每个迭代步骤都要利用

式（１４）计算各个流体粒子新的速度．由于核函数
具有有限的支集半径 ｈ，在计算时只涉及以当前
粒子为中心，以ｈ为半径的空间内的其它粒子，称
这些粒子是相邻的．显然，模拟算法需要频繁的确
定每个粒子的所有相邻粒子，该过程被称为最近

邻粒子搜索（ＮｅａｒｅｓｔＮｅｉｇｈｂｏｒｉｎｇＰａｒｔｉｃｌｅＳｅａｒｃｈ
ｉｎｇ，ＮＮＰＳ），假设粒子总数为Ｎ．本文算法中使用
固定的核函数支集半径 ｈ，可以将整个模拟区域
均匀划分成边长为２ｈ的小立方体，简称单元，在
搜索特定粒子ｐ的邻居时，只需在粒子ｐ所在单元
及其相邻单元进行搜索即可．如果每个单元的粒
子平均数足够小，则搜索算法的计算复杂度为

Ｏ（Ｎ）．

４　实验结果
通过两组实验来验证算法的有效性，实验中

使用的硬件环境为：ＣＰＵ：ＡＭＤＡＴＨＬＯＮＸＰ
２０ＧＨｚ，ＲＡＭ：ＤＤＲ４００１ＧＢ．

为可视化计算结果，利用 ＭａｒｃｈｉｎｇＣｕｂｅｓ算
法［１４］导出粒子颜色场［１５］的等势面，并利用 ＰＯＶ
Ｒａｙ３６进行渲染．实验中选取固定的粘性系数，
即ν＝１．表 １中列举了两组实验的粒子数和
帧速．

表１　两组实验的粒子数和帧速

实验方案 粒子数／个 帧速／（帧·ｓ－１）

实验１ ２５８８ ８６

实验２ ２５１４ ９１

　　实验１中模拟了球状流体从空中落到地面后
的形变过程，模拟结果如图１所示．通过选取不同
的弹性和塑性系数并对比模拟结果，可以观察到本

文模型能够有效的表现出流体的弹性和塑性性质．
　　图１中包含３组动画序列，其分别对应于不
同的μ和ｋ取值，各组动画序列从左到右依次对
应流体的初始形态、中间形态和最终形态．通过观
察图１（ａ）和图１（ｂ）可以发现，当塑性效应比率
系数ｋ取相同值时，若弹性系数μ取值较小，则流
体表现的弹性较小，而μ取值较大时，流体具有较
大的弹性．图１（ｂ）和图１（ｃ）分别对应 μ＝１００，
ｋ＝１和μ＝１００，ｋ＝０２两组参数的模拟结果．
可以看到，当弹性系数μ取值相同时，塑性效应比
率系数ｋ取值越小，流体的塑性流动越不显著，即
其恢复到原始形态的能力越强．

（ａ）μ＝１０，ｋ＝１

（ｂ）μ＝１００，ｋ＝１

（ｃ）μ＝１００，ｋ＝０２

图１　不同参数取值时流体模拟动画序列

　　实验２模拟了初始形态为Ｂｕｎｎｙ模型的流体
形变过程，模拟结果如图 ２所示．在初始时刻
Ｂｕｎｎｙ模型被放置于地板上，由于受到重力的作
用随即发生形变和流动．图２中包含两组动画序
列，分别对应不同参数的模拟结果．通过观察
图２（ａ）和图２（ｂ）可以发现，增大系数 ｋ而减小
系数μ，流体会表现出较强的塑性和较弱的弹性，
反之，增大系数μ而减小系数ｋ，流体会表现出较
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强的弹性和较弱的塑性．因此，通过适当选取弹性
系数μ和塑性效应比率ｋ，本文模型能够模拟具有
不同弹性和塑性性质的非牛顿流体．

（ａ）μ＝１０，ｋ＝１

（ｂ）μ＝１００，ｋ＝０２

图２　Ｂｕｎｎｙ模型的模拟动画序列

５　结　论
１）通过扩展ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程组使其包含应

力张量项，建立了能够同时表现非牛顿流体的粘

性、弹性和塑性的统一模型．通过调节弹性系数μ
和塑性效应比率 ｋ，能够模拟具有不同弹性和塑
性性质的非牛顿流体，具有较强的通用性．
２）本文方法是对现有牛顿流体模拟方法的

扩展，可以较容易地集成到现有的流体动画制作

系统中，具有较好的应用前景．
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