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递推批量 ＭＧＭ（１，Ｎ）模型在滑行艇运动

姿态预报中的应用

沈继红１，２，张长斌２，柴艳有１，秦太白３
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摘　要：为了设计出有效的滑行艇的自动控制系统，需要建立预测模型对其运动姿态进行实时的、精确的预
报．分析利用ＭＧＭ（１，Ｎ）模型对滑行艇运动姿态进行预报的适用性．同时，针对滑行艇运动姿态数据的特
点和预报的实时性要求，提出了新采集了一批数据之后，计算模型的参数矩阵的递推公式．利用该公式可以
在提高预测精度、延长预测时间的同时，不会显著的增加计算量．数值仿真试验的结果表明，将批量递推
ＭＧＭ（１，Ｎ）模型应用于滑行运动姿态预报是可行的，并且具有非常高的预测精度．
关键词：ＭＧＭ（１，Ｎ）模型；批量递推；滑行艇；运动姿态；预报
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　　ＭＧＭ（１，Ｎ）模型即多变量灰色模型（Ｍｕｌｔｉ
ｖａｒｉａｂｌｅＧｒｅｙＭｏｄｅｌ），旨在从系统的角度对各变
量进行统一描述，从而在建立模型的过程中能够

充分考虑系统中各变量之间的相互影响［１］．

ＭＧＭ（１，Ｎ）模型的形式是一阶常微分方程组，它
是ＧＭ（１，１）模型在Ｎ元变量情况下的自然推广，
不是 ＧＭ（１，１）模型的简单组合，也不同于
ＧＭ（１，Ｎ）模型［２］．该模型不需要大量的原始数
据，具有很高的拟合精度和预测精度，它克服了现

有ＧＭ（１，Ｎ）模型不能进行预测及ＧＭ（１，１）模型
只考虑单变量影响的不足［３］．

滑行艇是依靠航行时艇体产生的流体动压力

支托大部分艇体重量的一种高速艇［４］．随着生产



的迅速发展，滑行艇因其机动灵活、造价低、日常

营运费用省等优点得到了广泛应用．然而由于波
浪对滑行艇的艇体的冲击力较大，在海况较高时

会出现海豚运动现象，导致艇的适航性严重下

降［５］．滑行艇在波浪运动的纵向、横向存在不稳
定性时有报道，这就可能导致人员伤亡或船舶失

事［６］．滑行艇在波浪上航行时，由于实际海浪情
况复杂，所以引起滑行艇的运动也是非常复杂的，

其运动常常是几种简单运动的叠加，也就是说各

个自由度的运动不是独立的，相互间存在耦合影

响．例如纵摇与升沉运动往往相互伴随而不能单
独产生［７］．因此，度量滑行艇运动姿态的各个变
量不能单独分析或预报．同时由于滑行艇运动的
具有高速性和很强的随机性等特点，利用大量的

原始数据来建立其运动预报的模型将是不太现实

的，并且也很难取得良好的效果．滑行艇运动的这
些特点恰好和 ＭＧＭ（１，Ｎ）模型的优点吻合，因
此利用ＭＧＭ（１，Ｎ）模型来对滑行艇的运动姿态
是恰当的．本文将 ＭＧＭ（１，Ｎ）模型应用到滑行
艇的运动姿态预报中，并针对预报中出现的问题，

提出了ＭＧＭ（１，Ｎ）模型参数估计的递推公式．

１　递推ＭＧＭ（１，Ｎ）模型
１１　ＭＧＭ（１，Ｎ）模型

设由Ｎ个序列，每个序列的ｍ个时刻的观测
值 所 构 成 的 原 始 数 据 矩 阵 为 Ｘ（０） ＝
［ｘ（０）ｉ （ｋ）］ｍ×Ｎ，其相应的一次累加生成矩阵为

［ｘ（１）ｉ （ｋ）］ｍ×Ｎ，即ｘ
（１）
ｉ （ｋ）＝∑

ｋ

ｊ＝１
ｘ（０）ｉ （ｋ），（ｉ＝１，

２，…，Ｎ；ｋ＝１，２，…，ｍ），ＭＧＭ（１，Ｎ）模型就是
对此生成序列建立Ｎ元一阶常微分方程组．
ｄｘ（１）１
ｄｔ ＝ａ１１ｘ

（１）
１ ＋ａ１２ｘ

（１）
２ ＋… ＋ａ１Ｎｘ

（１）
Ｎ ＋ｂ１，

ｄｘ（１）２
ｄｔ ＝ａ２１ｘ

（１）
１ ＋ａ２２ｘ

（１）
２ ＋… ＋ａ２Ｎｘ

（１）
Ｎ ＋ｂ２，



ｄｘ（１）Ｎ
ｄｔ ＝ａＮ１ｘ

（１）
１ ＋ａＮ２ｘ

（１）
２ ＋… ＋ａＮＮｘ

（１）
Ｎ ＋ｂＮ













 ．

（１）
若令

Ｘ（０）（ｋ）＝［ｘ（０）１ （ｋ），ｘ
（０）
２ （ｋ），…，ｘ

（０）
Ｎ （ｋ）］Τ，

Ｘ（１）（ｋ）＝［ｘ（１）１ （ｋ），ｘ
（１）
２ （ｋ），…，ｘ

（１）
Ｎ （ｋ）］Τ．

（ｋ＝１，２，…，ｍ）．

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１Ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２Ｎ
  

ａＮ１ ａＮ２ … ａ













ＮＮ

，　Ｂ＝

ｂ１
ｂ２


ｂ












Ｎ

，

Ｍ ＝［Ａ，Ｂ］Τ．
则可将上述微分方程写成矩阵形式：

ｄＸ（１）
ｄｔ ＝ＡＸ（１）＋Ｂ． （２）

　　设［ｚ（１）ｉ （ｋ）］（ｍ－１）×Ｎ为［ｘ
（１）
ｉ （ｋ）］的行向量紧

邻均值生成矩阵，即 ｚ（１）ｉ （ｋ）＝
１
２（ｘ

（１）
ｉ （ｋ）＋

ｘ（１）ｉ （ｋ－１）），（ｉ＝１，２，…，Ｎ；ｋ＝２，３，…，ｍ），假
设原始数据矩阵［ｘ（０）ｉ （ｋ）］中所有元素均非负，
［ｘ（１）ｉ （ｋ）］为［ｘ

（０）
ｉ （ｋ）］中数据经一次累加之后生

成的数据矩阵，［ｚ（１）ｉ （ｋ）］（ｍ－１）×Ｎ为［ｘ
（１）
ｉ （ｋ）］的

行向量紧邻均值生成矩阵．若 Ｍ^ ＝［^Ａ，^Ｂ］Τ为参
数矩阵，且Ｙ（ｍ－１）×Ｎ为［ｘ

（０）
ｉ （ｋ）］中后ｍ－１行构

成的矩阵，则由最小二乘法可以得到 ＭＧＭ（１，Ｎ）
模型的参数矩阵的估计式为

Ｍ^ ＝［^Ａ，^Ｂ］Τ ＝（ＬＬ）－１ＬＴＹ． （３）
其中，

Ｌ＝

ｚ（１）１ （２） ｚ（１）２ （２） … ｚ（１）Ｎ（２） １

ｚ（１）１ （３） ｚ（１）２ （３） … ｚ（１）Ｎ（３） １

   

ｚ（１）１ （ｍ） ｚ（１）２ （ｍ） … ｚ（１）Ｎ（ｍ）













１
（ｍ－１）×（Ｎ＋１）

．

解此微分方程组并经累减还原得此Ｎ维列向
量的拟合预测公式为

Ｘ^（０）（ｋ＋１）＝ｅＡ^ｋ（Ｅ－ｅ－^Ａ）（Ｘ（０）（１）＋Ａ^－１Ｂ^），
Ｘ^（０）（１）＝Ｘ（０）（１）{ ．
　　　　　　　 ｋ＝１，２，…． （４）
其中：

ｅＡ^ｋ ＝Ｅ＋Ａ^ｋ＋Ａ^
２

２！ｋ
２＋Ａ^

３

３！ｋ
３＋… ＝

Ｅ＋∑
∞

ｎ＝１

Ａ^ｋ
ｎ！ｋ

ｎ．

１２　批量递推ＭＧＭ（１，Ｎ）模型
在利用ＭＧＭ（１，Ｎ）模型对高速滑行艇的运

动进行预报时，往往会遇到这样的问题：根据先前

所获得的ｍ组数据计算出了模型中的参数矩阵
之后，仪器又自动采集了一批新的数据［８］，如何

处理这批新数据则是根据灰色系统理论的信息优

先原则，应该把新采集的这批数据和原有的数据

合在一起，并且由于滑行艇的高速性和海况的复

杂多变，最早的一批数据往往会对预报形成干

扰［９］．因此，在把新增的一批数据和原有的数据
合在一起的同时还需要剔除最早的一批数据，然

后再重新建立 ＭＧＭ（１，Ｎ）模型进行预测．但这
样ＭＧＭ（１，Ｎ）模型中的参数矩阵一定会发生改
变，如果重新计算模型中的参数的话，会使计算量

显著增大，不利于滑行艇运动的实时预测．为了充
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分利用已有的计算结果，并且使计算量不至于显

著增大，本文提出了一种计算更新一批数据之后

的ＭＧＭ（１，Ｎ）模型中的参数矩阵的简单计算方
法．利用这种方法，既可以实现信息的更新，又不
会使计算量显著增大．

设由Ｎ个序列，每个序列的ｍ个时刻的观测
值所构成的原始数据矩阵为［ｘ（０）ｉ （ｋ）］ｍ×Ｎ，其相
应的一次累加生成矩阵为［ｘ（１）ｉ （ｋ）］ｍ×Ｎ，即

ｘ（１）ｉ （ｋ）＝∑
ｋ

ｊ＝１
ｘ（０）ｉ （ｋ），（ｉ＝１，２，…，Ｎ；ｋ＝１，２，

…，ｍ），［ｚ（１）ｉ （ｋ）］（ｍ－１）×Ｎ为［ｘ
（１）
ｉ （ｋ）］的行向量紧

邻均值生成矩阵，其中 ｚ（１）ｉ （ｋ）＝０．５（ｘ
（１）
ｉ （ｋ）＋

ｘ（１）ｉ （ｋ－１）），（ｉ＝１，２，…，Ｎ；ｋ＝２，３，…ｍ）．令
Ｙｍ为矩阵［ｘ

（０）
ｉ （ｋ）］ｍ×Ｎ中后 ｍ－１行构成的矩

阵，并令

Ｌｍ ＝

ｚ（１）１ （２） ｚ（１）２ （２） … ｚ（１）Ｎ （２） １

ｚ（１）１ （３） ｚ（１）２ （３） … ｚ（１）Ｎ （３） １

   

ｚ（１）１ （ｍ） ｚ（１）２ （ｍ） … ｚ（１）Ｎ （ｍ）













１

．

（５）
则由式（３）可知，由这ｍ组数据建立的ＭＧＭ（１，Ｎ）
模型中的参数矩阵 Ｍ^ｍ ＝（ＬΤｍＬｍ）

－１ＬΤｍＹｍ．
设新增加的一批数据有ｋ（Ｎ≤ｋ＜ｍ）组，为

Ｘ（０）ｋ ＝［ｘ（０）ｉ （ｍ＋ｊ）］ｋ×Ｎ，（ｉ＝１，２，…，Ｎ；ｊ＝１，２，
…，ｋ），将其与前 ｍ组数据合在一起经一次累加
生成之后的数据矩阵为

Ｘ（１）ｋ ＝［ｘ（１）ｉ （ｍ＋ｊ）］ｋ×Ｎ，
（ｉ＝１，２，…，Ｎ；ｊ＝１，２，…，ｋ）．

Ｚ（１）ｋ 为Ｘ
（１）
ｋ 的行向量紧邻均值生成矩阵，其中，

ｚ（１）ｋｉ（ｊ）＝
１
２［ｘ

（１）
ｉ （ｊ）＋ｘ

（１）
ｉ （ｊ－１）］，

（ｉ＝１，２，…，Ｎ，ｊ＝ｍ＋１，…，ｍ＋ｋ）．
并设Ｌｋ＝［Ｚ

（１）
ｋ ，１］（１为各分量都为１的ｋ维列向

量），Ｙｋ ＝［ｘ
（０）
ｉ （ｍ＋ｊ）］，（ｉ＝１，２，…，Ｎ；ｊ＝１，

２，…，ｋ），Ｌｋ１为Ｌｍ的前ｋ行构成的矩阵，Ｙｋ１为Ｙｍ

的前 ｋ行构成的矩阵，Ｌｍｋ ＝
Ｌｍ
Ｌ[ ]
ｋ

，Ｙｍｋ ＝
Ｙｍ
Ｙ[ ]
ｋ

，

Ｌ－ｋ１ｍｋ为Ｌｍｋ去掉前ｋ行构成的矩阵，Ｙ－ｋ１ｍｋ为Ｙｍｋ去掉
前ｋ行构成的矩阵，令 Ｃｍ ＝（ＬΤｍ Ｌｍ）

－１，Ｃｋ ＝
（ＬΤｋＬｋ）

－１，Ｃｋ１＝（ＬΤｋ１Ｌｋ１）
－１，Ｃ－ｋ１ｍｋ＝（ＬΤ－ｋ１ｍｋＬ－ｋ１ｍｋ）

－１，

则根据分块矩阵的理论，可证明下列定理成

立［１０］．
定理 １　 设由前 ｍ 组数据估计出的

ＭＧＭ（１，Ｎ）模型的参数矩阵为 Ｍ^ｍ，由新采集的ｋ
组数据估计出的参数矩阵为 Ｍ^ｍｋ，则有

Ｍ^ｍｋ ＝Ｃｍｋ（Ｃ
－１
ｍ Ｍ^ｍ ＋Ｃ

－１
ｋ Ｍ^ｋ）． （６）

其中：Ｃｍｋ ＝Ｃ
－１
ｍ ＋Ｃ

－１
ｋ．

证明　根据ＭＧＭ（１，Ｎ）模型，将ｋ个组数据
加入之后，ＭＧＭ（１，Ｎ）模型的参数矩阵为

Ｍ^ｍｋ ＝（ＬΤｍｋＬｍｋ）
－１ＬΤｍｋＹｍｋ．

因为

ＬΤｍｋＹｍｋ ＝
Ｌｍ
Ｌ[ ]
ｋ

Τ Ｙｍ
Ｙ[ ]
ｋ

＝ＬΤｍＹｍ ＋ＬΤｋＹｋ ＝

Ｃ－１ｍ ＣｍＬΤｍＹｍ ＋Ｃ
－１
ｋ ＣｋＬΤｋＹｋ ＝

Ｃ－１ｍ Ｍ^ｍ ＋Ｃ
－１
ｋ Ｍ^ｋ，

所以

Ｍ^ｍｋ ＝Ｃｍｋ（Ｃ
－１
ｍ Ｍ^ｍ ＋Ｃ

－１
ｋ Ｍ^ｋ）．

而

　Ｃ－１ｍｋ ＝
Ｌｍ
Ｌ[ ]
ｋ

Τ Ｌｍ
Ｌ[ ]
ｋ

＝ＬΤｍＬｍ＋ＬΤｋＬｋ＝Ｃ
－１
ｍ ＋Ｃ

－１
ｋ．

结合ＭＧＭ（１，Ｎ）模型，同理可证下列定理成立．
定理 ２　 设由最早的 ｋ组数据建立的

ＭＧＭ（１，Ｎ）模型的参数矩阵为 Ｍ^ｋ１，将最新的 ｋ
组数据加入并将最早的ｋ组数据剔除之后建立的
ＭＧＭ（１，Ｎ）模型的参数矩阵为 Ｍ^－ｋ１ｍｋ ＝［^Ａ－ｋ１ｍｋ，
Ｂ^－ｋ１ｍｋ］Τ，并设

Ｍ^－ｋ１ｍｋ ＝［^Ａ－ｋ１ｍｋ，^Ｂ－ｋ１ｍｋ］Τ ＝
Ｃ－ｋ１ｍｋ（Ｃ

－１
ｍｋＭ^ｍｋ－Ｃ

－１
ｋ１ Ｍ^ｋ１）．

则

Ａ^－ｋ１ｍｋ ＝Ａ^－ｋ１ｍｋ，

Ｂ^－ｋ１ｍｋ ＝Ｂ^－ｋ１ｍｋ＋Ａ^－ｋ１ｍｋＸｋ１
{ ．

（７）

其中，

Ｘｋ１ ＝ ∑
ｋ

ｊ＝１
ｘ（１）１ （ｊ），∑

ｋ

ｊ＝１
ｘ（１）２ （ｊ），…，∑

ｋ

ｊ＝１
ｘ（１）Ｎ （ｊ[ ]）Τ

，

Ｃ－ｋ１ｍｋ ＝Ｃ
－１
ｍｋ－Ｃ

－１
ｋ１．

综合运用定理 １和定理 ２就可以在建立
ＭＧＭ（１，Ｎ）模型的过程中实现数据的更新，从而
实现参数矩阵的更新，来达到提高预报精度的目

的．因为在利用定理１和定理２求解新的参数矩阵
的过程中，只涉及到较低阶的矩阵的乘法和求逆，

所以也没有显著的增加计算量．

２　数值仿真实验
随机选取某一模型试验数据，以某滑行艇模

型迎浪遭遇４８ｍ波长的阻力、升沉、纵倾角试验
数据 为 例，来 验 证 本 文 提 出 的 批 量 递 推

ＭＧＭ（１，Ｎ）模型正确性以及其用于预报的可行
性，如图１所示．根据试验情况，这３个变量的变
化周期约为０５７ｓ，而数据采集的频率为２５Ｈｚ，
故模型周期可定为１４．以前３个周期的实验值作
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为原始数据，建立ＭＧＭ（１，３）模型，得参数矩阵的
估计值为

Ａ^１ ＝
０３５５ ００１１ －１０９８
００７１ －０４６６ －１０２８







０１０５ ０２５３ ０１０７
，

Ｂ^１ ＝
７８０６
－６８９３
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．
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图１　以第１～第４２组数据为原始数据的拟合效果图

　　由图１可以看出，所建立的ＭＧＭ（１，３）模型
除个别点以外，拟合的效果非常好，故可将该模型

用于预测，预测的效果如图２和图３所示．其中，相

对误差的定义为 εｉ（ｋ）＝
ｘ^（０）ｉ （ｋ）－ｘ

（０）
ｉ （ｋ）

ｍａｘ
１≤ｋ≤ｍ

｛ｘ（０）ｉ （ｋ）｝
×

１００％．
!!"

#"

"

$%"

!&'

!"#$%

&'()%

!"()%

*+,-$%

.'-$%

*+,()%
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图２　以第１～第４２组数据为原始数据的预测效果图
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图３　以第１～第４２组数据为原始数据的误差曲线图

　　从图２和图３可以看出，所建立的模型能够
很好的反应各个变量的变化趋势，在相对误差不

超过２０％的范围之内只可以预测２０组数据，因
此为了获得更长的时间预测时间和精度，需要更

新模型中的原始数据．利用定理１和定理２中的
公式计算出更新一个周期的数据（１４组）之后重
新建立的ＭＧＭ（１，３）模型的参数矩阵为

Ａ^２ ＝
０３６２ ００４０ －１０８１
００６３ －０４８６ －１０４０







０１１０ ０２７２ ０１２２
，

Ｂ^２ ＝
７７０４
－８１９０







３２８０
．

　　其预测效果如图４和图５所示．
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图４　以第１５～第５６组数据为原始数据的预测效果图
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图５　以第１５～第５６组数据为原始数据的误差曲线图

　　比较图２和图４以及图３和图５，可以看出模
型的原始数据更新之后，在２２４～２７６ｓ这个周
期之内，预测精度有了明显的提高，并且更新之后

的模型预测的长度可达３２组，比原模型也有了较
大的改善．

利用ＭＧＭ（１，Ｎ）模型对滑行艇运动姿态进
行预报时，可根据实际情况，确定更新数据的组

数，然后利用本文提出的递推公式计算新的参数

矩阵．这样就可以在实现数据的实时更新的同时，
而没有显著的增加计算量．

３　结　论
１）对ＭＧＭ（１，Ｎ）模型进行了深入的研究，

分析了ＭＧＭ（１，Ｎ）模型应用于滑行艇运动姿态
预报的适用性．根据滑行艇运动姿态数据的特点
和预报的实时性要求，给出了新增一批数据之后，

模型参数矩阵的计算公式．利用该公式，在实现数
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据更新的同时，没有显著的增加计算量，这将非常

利于预报的实时性．
２）进行了数值仿真试验，将 ＭＧＭ（１，Ｎ）模

型应用到高速滑行艇运动姿态极短期预报当中，

并利用本文提出的公式计算了模型中的参数．由
于所建立预报模型能够考虑各个变量间的相互影

响关系，因此预测结果更为准确合理．数值仿真试
验表明，利用本文提出的方法可以有效提高预测

精度、延长预测时间．
３）将本文提出的批量递推ＭＧＭ（１，Ｎ）模型

应用于滑行艇的运动姿态预报是合理有效的，在

利用该模型进行预报时，可以根据实际数据的特

点和实际需要，多次应用本文提出的递推公式来

计算ＭＧＭ（１，Ｎ）模型的参数矩阵，就可以实现
更长时间、更高精度的滑行艇运动姿态的预报．
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