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光滑粒子流体动力学法拉伸不稳定性改进研究

贾　斌１，马志涛２，张　伟１，庞宝君１
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摘　要：针对光滑粒子流体动力学（ＳＰＨ）法在涉及材料强度的问题中存在着拉伸不稳定性，提出了一种改
进拉伸不稳定性的连续型人工力，给出了其应用条件，并建立了该人工力的张量形式．通过在消除压缩不稳
定性的人工粘性力的基础上叠加抗拉伸不稳定的人工力，建立了统一形式的人工力．通过两个算例的计算及
比较，表明该人工力的计算结果振荡小并且接近有限元法的计算结果，优于其它形式的人工力．该人工力使
ＳＰＨ法的拉伸不稳定性得到了更好的改善．
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　　光滑粒子流体动力学（ＳｍｏｏｔｈｅｄＰａｒｔｉｃｌｅＨｙ
ｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ，简称ＳＰＨ）法最初是由ＬｕｃｙＬＢ［１］于
１９７７年提出的一种纯Ｌａｇｒａｎｇｅ无网格方法，并在
天体物理领域里得到了广泛应用，成功地模拟了

超新星爆发、银河系的形成和演化、云团的碰撞等

超大尺度的复杂问题．该方法的基本思想是将整
个流场的物质离散为一系列具有质量、速度和能

量的“粒子”，然后通过一个称为“核函数”的积分

进行“核函数估值”，从而求得流场中不同位置在

不同时刻的各种动力学量．１９９３年 ＬｉｂｅｒｓｋｙＬＤ
等［２］首先将材料强度效应引入ＳＰＨ方法，成功进
行了高速碰撞数值模拟．

但ＳＰＨ方法中存在着一些内在的缺点，其中
一个主要问题便是１９９５年 ＳｗｅｇｌｅＪＷ等人［３］指

出的在具有材料强度的问题中存在着拉伸不稳定

性．为改进这一问题，ＭｏｒｒｉｓＪＰ［４］提出了应用特
殊核函数，因为拉伸不稳定与核函数的二阶导数

紧密相关，尽管此方法在一些情况中非常成功，但

对于一般情况却不能总得到令人满意的结果．
ＷｅｎＹ等［５］及ＢａｌｓａｒａＤＳ［６］提出了守恒光滑的方
法来消除拉伸不稳定，但该方法并不能解决所有



的情况，而且还增加了计算时间．ＤｙｋａＣＴ等［７－８］

首次在一维算法中引入了应力点法，随后Ｒａｎｄｌｅｓ
ＰＷ等［９］将该方法扩展到了多维空间，其中 ＳＰＨ
粒子与应力粒子交错排列，该方法虽然能够解决

拉伸不稳定，但增加了大量的计算时间和内存．
ＭｏｎａｇｈａｎＪＪ等［１０－１１］提出了用于稳定计算的人

工力，该力与具体的核函数有关，虽然在一定程度

上解决了拉伸不稳定的问题，但依然存在一定的

震荡．本文提出了一种改进形式的人工力，并在人
工粘性力的基础上叠加抗拉伸不稳定的人工力，

建立了统一的张量形式的人工力．

１　ＳＰＨ基本方程
考虑材料的弹塑性效应，全应力张量空间中

的ＳＰＨ插值公式的质量守恒方程、动量守恒方
程、能量守恒方程分别表示为［１２－１３］
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其中：ρ为密度；ｍ为粒子质量；ｖ为粒子速度；σαβ

为应力张量（上角标α和β表示张量坐标）；ｅ为比
内能；ｘ为位置矢量；Ｗ为核函数；下标ｉ为粒子编
号，下标ｊ为ｉ粒子的近邻粒子编号．核函数取最
常用的三次ＢＳｐｌｉｎｅ函数
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其中：ｓ＝｜ｘ－ｘ′｜／ｈ，ｈ是光滑长度；在一维、二维、三
维中，αｄ分别为１／ｈ，１５／（７πｈ

２），３／（２πｈ３）；函数的
影响域｜ｘ｜＝２ｈ．

２　拉伸不稳定性
２１　压缩失稳与拉伸失稳

所谓拉伸不稳定性，是指当粒子处于拉伸应

力状态时，粒子的运动变得不稳定，从而出现粒子

凝集和较大的空洞．ＳｗｅｇｌｅＪＷ等［３］曾对其进行

了比较细致的研究，指出这种不稳定性是由核函

数的二阶导数和应力状态的乘积决定的，并提出

了拉伸失稳产生的充分条件，如下式所示：

Ｗ″σ＞０． （５）
式中：Ｗ″是核函数的二阶导数．

式（４）的三次 ＢＳｐｌｉｎｅ函数曲线和一阶导数
曲线如图１所示，图中ｓ＝ｒ／ｈ（ｒ为粒子ｉ和粒子

ｊ的间距），核函数一阶导数的绝对值在ｓ＝２／３处
有极大值．根据式（５），如果核函数的二阶导数为
正，则ＳＰＨ方法在拉伸应力状态下是不稳定的，
会出现拉伸失稳现象；反之，则是稳定的．因此，在
ＢＳｐｌｉｎｅ函数中，可以将极值点右侧的区域称为
拉伸失稳区．当ｓ＞２／３时，核函数一阶导数的绝
对值随着两点距离的增大而减小，即邻近点ｊ对计
算点ｉ的贡献随着距离的增大而减小．当ｓ＜２／３
时，核函数一阶导数的绝对值随着两点距离的减

小而减小，即ｊ对ｉ的贡献随着距离的减小反而减
小，说明ｊ对ｉ的贡献要小于离ｉ更远的粒子对ｉ的
贡献，并且这种趋势随两点距离的减小而加剧，这

便是压缩失稳产生的根本原因．因此，可将极值点
左侧的区域称为压缩失稳区．
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图１　三次ＢＳｐｌｉｎｅ函数及其一阶导数曲线

２２　消除压缩失稳的人工粘性
压缩失稳可通过引入人工粘性来解决．人工粘

性的形式很多，但通常采用的形式包含两种不同类

型的粘性，即适用于消除波后振荡的线性粘性

Π ＝－αρｌｃ·ｖ和抑制冲击波强间断面数值振荡
的二次粘性Π ＝βρｌ２（·ｖ）２．其中：α和β是无量
纲系数；ｌ是激波长度传播尺度；ｃ是声速．

将上述两种粘性考虑在一起，ＭｏｎａｇｈａｎＪＪ
等［１４］给出了适合于ＳＰＨ法的混合型人工粘性

　Πｉｊ＝
（－α珋ｃｉｊμｉｊ＋βμ

２
ｉｊ）／珋ρｉｊ，　ｖｉｊ·ｘｉｊ＜０；
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{ ．

（６）
式中：μｉｊ＝（ｈｉｊｖｉｊ·ｘｉｊ）／（｜ｘｉｊ｜

２＋ηｈ２ｉｊ），珋ｃｉｊ＝０．
５（ｃｉ＋ｃｊ），珋ρｉｊ＝０．５（ρｉ＋ρｊ），ｖｉｊ＝ｖｉ－ｖｊ，ｈｉｊ＝０．
５（ｈｉ＋ｈｊ）；通常取α＝１，β＝１０，η＝０１．

引入人工粘性后，式（２）和式（３）分别变为
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２３　改进拉伸失稳的人工力
ＳｗｅｇｌｅＪＷ等［３］指出拉伸不稳定既不依赖于

人工粘性，也不依赖于时间积分项，它是典型的与

状态方程无关的问题，因为在状态方程中不产生

拉伸应力．ＭｏｎａｇｈａｎＪＪ等［１０－１１］提出了用于稳定

计算的人工力，该力与具体的核函数有关，对于三

阶ＢＳｐｌｉｎｅ函数，当ｈ＜ｒｉｊ≤２ｈ时，

Τｉｊ＝ε２－
ｒｉｊ( )ｈ

３ｎ ｜σｉ｜
ρ２ｉ

＋
｜σｊ｜
ρ２( )
ｊ

． （７）

式中：ｒｉｊ为粒子ｉ和粒子ｊ的间距，ｈ为两粒子平均
光滑长度，σ和 ρ分别为应力和密度；ε和 ｎ无量
纲，通常为０２和４．式（２）和式（３）分别变为
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当ｒｉｊ＝２ｈ时式（８）和（９）不连续，而且当粒
子间距ｒｉｊ增大时Ｔｉｊ大幅减小，难以抵消拉伸不稳
定的影响．因此虽然在一定程度上解决了拉伸不
稳定的问题，但依然存在一定的震荡．为了进一步
解决拉伸不稳定问题，考虑到物体处于弹性拉伸

时弹性模量乘以应变即是应力的现象，本文提出

了如下形式的人工力：

Τｉｊ＝κ
Ｅ
ρｉρｊ

ｒｉｊ
ｈ－( )１＋α珋ｃｉｊμｉｊ＋βμ

２
ｉｊ

珋ρｉｊ
．

式中，κ通常取０１～０３；Ｅ为弹性模量；α和β的
取值范围通常为０２～１０和１０～５０．该人工
力是连续的，其第一项随粒子间距 ｒｉｊ增大而增
大，与式（７）相比可更有效地抵消拉伸不稳定的
影响；第二项为粒子分离时的人工粘性力［１５］．该
人工力起作用的条件为

１）粒子间距：当ｈ＜ｒｉｊ≤２ｈ时；
２）粒子反向运动：当ｖｉｊ·ｘｉｊ＞０时；
３）粒子状态：相互作用的粒子是固体，并且

尚未失效；

４）粒子归属：相互作用的粒子属于同一
物体．

对于二维和三维情况，ＯｗｅｎＪＭ［１６］提出了张
量形式的人工粘性力，对消除压缩失稳得到了较

好的结果．本文在该人工粘性力的基础上叠加抗
拉伸不稳定的人工力，建立了统一形式的人工力，

此时式（２）和式（３）分别变为
ｖαｉ
ｔ
＝－ ∑

Ｎ

ｊ＝１
ｍｊ
σαβｉ
ρ２ｉ
＋
σαβｊ
ρ２ｊ
＋Λαβ( )ｉｊ Ｗｉｊｘβ[ ]

ｊ

，

ｄｅｉ
ｄｔ＝

１
２∑

Ｎ

ｊ＝１
ｍｊ
σαβｉ
ρ２ｉ
＋
σαβｊ
ρ２ｊ
＋Λαβ( )ｉｊ ｖαｉｊＷｉｊｘβｊ．

式中：统一张量形式的人工力Λαβｉｊ ＝Ταβｉｊ －Παβｉｊ，张
量形式的人工粘性力Παβｉｊ有如下定义

［１６］：

Παβｉｊ ＝
－α珋ｃｉｊμαβｉｊ ＋β（μαβｉｊ）

２

珋ρｉｊ
，ｖαｉｊｘαｉｊ＜０，

０，　　　　　　　　 ｖαｉｊｘαｉｊ≥０
{

．

式中：μαβｉｊ ＝（ｈｉｊｖαｉｊｘβｉｊ）／（｜ｘβｉｊ｜
２＋ηｈ２ｉｊ），其它与式

（６）相同；改进拉伸失稳的张量形式人工力Ταβｉｊ定
义为

Ταβｉｊ ＝κ
Ｅ
ρｉρｊ

ｒｉｊ
ｈ－( )１＋α珋ｃｉｊμ

αβ
ｉｊ ＋β（μαβｉｊ）

２

珋ρｉｊ
．

３　算　例
３１　算例１

设一维铝杆长 １００ｍｍ，左半部分具有
－１００ｍ／ｓ的初速度，右半部分静止．由于拉力作
用，应力波从中间向两侧传播．将该铝杆进行均匀
离散，光滑长度取为０１ｍｍ，采用三阶 ＢＳｐｌｉｎｅ
核函数和所提出的人工力，计算至５μｓ．铝杆材
料为 Ａｌ２０２４，采用 ＭｉｅＧｒüｎｅｉｓｅｎ状态方程和
ＪｏｈｎｓｏｎＣｏｏｋ强度模型进行模拟，材料参数见表１
和表２．

表１　ＭｉｅＧｒüｎｅｉｓｅｎ状态方程参数

材料 ρ／（ｇ·ｃｍ－３） ｃ０／（ｍ·ｓ－１） Ｓ Ｃｖ／（Ｊ·（ｋｇ·Ｋ）－１） Γ
Ａｌ２０２４ ２７８５ ５３２８．０００ １３３８ ８７５．０００ ２０００

表２　ＪｏｈｎｓｏｎＣｏｏｋ强度模型参数

材料 Ｇ／ＧＰａ Ａ／ＭＰａ Ｂ／ＭＰａ Ｃ ｍ ｎ Ｔｒｏｏｍ／Ｋ Ｔｍｅｌｔ／Ｋ

Ａｌ２０２４ ２７６００ ２６５．０００ ４２６．０００ ００１５ １０００ ０３４０ ３００．０００ ７７５．０００

　　ＭｉｅＧｒüｎｅｉｓｅｎ状态方程为
ｐ＝ｐＨ ＋Γρ（ｅ－ｅＨ）．

其中：ｐＨ ＝ρ０ｃ
２
０μ（１＋μ）／［１－（ｓ－１）μ］

２，ｅＨ ＝
（ｐＨμ）／（２ρ０（１＋μ）），μ＝（ρ／ρ０）－１，Γρ＝
Γ０ρ０ ＝ｃｏｎｓｔ，Ｕ＝ｃ０＋ｓｕｐ．式中：ｐ和ｅ分别为静
水压力和比内能；ｐＨ和ｅＨ分别为冲击Ｈｕｇｏｎｉｏｔ曲

线上静水压力和比内能的参考值；Γ和 ρ分别为
Ｇｒüｎｅｉｓｕｎ参数和密度，相应地 Γ０和 ρ０为初始
Ｇｒüｎｅｉｓｕｎ参数和初始密度；Ｕ和ｕｐ分别为冲击波
波速和波后质点速度，ｃ０为体积声速，ｓ为Ｕ和ｕｐ
之间线性关系的斜率；μ为压缩比．
　　ＪｏｈｎｓｏｎＣｏｏｋ强度模型为
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σｙ ＝（Ａ＋Ｂε
ｎ
ｐ）［１＋Ｃｌｎ（εｐ／ε０）］（１－Ｔ

ｍ）．
式中：σｙ为屈服应力；εｐ为等效塑性应变；εｐ为等效

塑性应变率；参考应变率ε·０ ＝１ｓ
－１；若Ｔ为温度，

ＴＲｏｏｍ为室温，ＴＭｅｌｔ为熔点，则 Ｔ ＝（Ｔ－ＴＲｏｏｍ）／
（ＴＭｅｌｔ－ＴＲｏｏｍ）；Ａ，Ｂ，ｎ，Ｃ和ｍ是材料常数．

计算得到的 ５μｓ时杆中应力 －位置曲线
如图２所示．其中，图（ａ）为通过 ＡｎｓｙｓＡｕｔｏｄｙｎ
ｖ６１利用有限元法的计算结果，不会出现拉伸不
稳定现象；图（ｂ）中显示了没有施加人工力时

ＳＰＨ法产生了极度不稳定现象．当加入 Ｍｏｎａｇｈａｎ
ＪＪ等提出的人工力进行模拟后，结果如图（ｃ）所
示，其曲线整体趋势与图（ａ）相同，在一定程度上
解决了拉伸不稳定的问题，但依然存在一定的振

荡．使用本文的人工力后计算结果如图（ｄ）所示，
可以看出得到的曲线平滑且几乎不产生振荡，与

有限元结果非常接近，拉伸不稳定性得到了较大

改善，其效果优于ＭｏｎａｇｈａｎＪＪ等提出的人工力．
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! "! #! $! %! &!!

!"'((

!!#

"

!

)"

#

$

'

*

&

!

+

,

-

.

/

（ｂ）未施加人工力的ＳＰＨ计算结果

! "! #! $! %! &!!

!"'((

%

$

#

"

#

$

'

)

&

!

*

+

,

-

.

（ｄ）施加本文人工力的ＳＰＨ计算结果

图２　５μｓ时杆中应力－位置曲线

３２　算例２
设一维铝杆长 １００ｍｍ，左半部分具有

－１００ｍ／ｓ的初速度，右半部分具有１００ｍ／ｓ的初
速度．材料及离散方式与算例１相同，计算得到的
５μｓ时杆中应力－位置曲线如图３所示．

其中，通过 ＡｎｓｙｓＡｕｔｏｄｙｎｖ６１利用有限元
法的计算结果如图（ａ）所示；图（ｂ）显示了没有施

加人工力时ＳＰＨ法产生的极度不稳定现象．当加
入ＭｏｎａｇｈａｎＪＪ等提出的人工力进行模拟后，结
果如图（ｃ）所示．使用本文的人工力后计算结果
如图（ｄ）所示．从图中可以看出，通过施加本文人
工力得到的曲线更加平滑且振荡较小，与有限元

结果接近，其效果优于 ＭｏｎａｇｈａｎＪＪ等提出的人
工力．
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（ｄ）施加本文人工力的ＳＰＨ计算结果

图３　５μｓ时杆中应力－位置曲线
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