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动臂式塔机变截面吊臂的整体稳定性分析

张宏生，陆念力
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摘　要：分析了由变截面段和等截面段组成的动臂式塔机吊臂平面内和平面外的整体稳定性．从多节阶梯
柱的挠度微分方程出发，应用传递矩阵法，得到了阶梯柱模型整体稳定性欧拉临界力求解控制方程的表达

式．使用多节阶梯柱模型模拟变截面柱，将由变截面段和等截面段组成的非等截面混合结构统一成多节阶梯
柱模型，分析其整体稳定性．与几个经典算例和ＡＮＳＹＳ计算结果比较表明，使该方法求解欧拉临界力的计算
精度高．推荐将变截面柱分为６节各节长度相等的非等截面阶梯柱，欧拉临界力计算误差小于０５％．
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　　塔式起重机（简称塔机）广泛应用于高层建
筑施工、大型设备吊装等诸多领域，在建筑施工中

是无可替代的．动臂式塔机的吊臂通过俯仰变化
来实现变幅，吊臂在吊重和变幅绳的共同作用下，

近似只承受轴向压力，因此吊臂的整体稳定性一

直是设计人员关注的焦点．动臂式塔机吊臂的结
构特点是由变截面的根部段、头部段以及等截面

的中间段组成的非等截面混合结构，吊臂通过根

部铰与塔身连接，变幅钢丝绳固定在吊臂头部．故
在起升平面内，吊臂的支撑形式可简化为简支式，

在起升平面外为悬臂式．
对于等截面柱和几种简单的变截面柱的稳定

性，Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ［１］给出精确解．为了准确地分析由
变截面段和等截面段组成的非等截面混合结构稳

定性，很多学者进行了研究．Ｒａｈａｉ［２］使用修正的
振动模态法和能量法研究了非等截面混合结构的

稳定性．Ｂａｚｅｏｓ［３］根据变截面不同变化率和不同
边界条件得到无量纲化的欧拉临界力图表，然后

利用插值法快速计算结构的欧拉临界力．楼梦
麟［４］提出了基于 Ｒｉｔｚ展开的模态摄动法来求解
变截面压杆稳定性问题的半解析方法．在使用有
限元方法进行分析时，单元刚度阵的准确性直接

影响计算结果．对于等截面梁，文献［５］从弯曲微
分方程出发得到精确的 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ－Ｅｕｌｅｒ梁单元



的刚度阵．由于变截面梁的复杂性和多样性，很多
学者提出了各种变截面梁单元［６－１０］，一般来说，

很难获得统一的精确刚度阵．对于阶梯柱模型，文
献［１１］使用等截面梁精确有限元法得到了阶梯
柱的递推公式．在起重机设计规范 ＧＢ／Ｔ３８１１－
１９８３中将变截面柱等效为修正计算长度的等截
面柱，对于变截面段和等截面段组成的非等截面

混合结构稳定性，只考虑了变截面段对称的这一

特殊情形．
本文从多节阶梯柱的挠度微分方程出发，应

用传递矩阵法，研究了简支梁模型和悬臂梁模型

这两种支撑形式，得到多节阶梯柱模型欧拉临界

力控制方程的表达式．使用各节长度相等的多节
阶梯柱模型模拟变截面柱，对于由变截面柱和等

截面柱组成的非等截面混合结构，可统一为多节

阶梯柱模型．

１　多节阶梯柱的传递矩阵法
如图１所示的ｎ节阶梯柱模型，其中Ｌｉ为第ｉ

节柱顶端到根部的长度，Ｉｉ为第ｉ节柱的截面惯性
矩，Ｌ为多节阶梯柱总长，Ｐ为顶部轴力，Ｅ为弹性
模量．
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图１　多节阶梯柱模型

　　对于分段等截面梁模型，可列写第 ｉ节柱的
挠度微分方程为

ＥＩｉｙｉ″＋Ｐｙｉ＝Ｐδ，　（Ｌｉ－１≤ｘ≤Ｌｉ），
（ｉ＝１，２，…，ｎ）． （１）

式中：Ｌ０ ＝０，Ｌｎ ＝Ｌ，δ为顶部位移．
方程（１）的通解为
ｙｉ＝Ａｉｓｉｎ（ωｉｘ）＋Ｂｉｃｏｓ（ωｉｘ）＋δ． （２）

其中：ωｉ＝ Ｐ／ＥＩ槡 ｉ，Ａｉ和Ｂｉ为待定系数．
由边界条件ｘ＝Ｌｉ时，ｙｉ＝ｙｉ＋１且ｙ＇ｉ＝ｙ＇ｉ＋１，

得到

Ａｉｓｉｎ（ωｉＬｉ）＋Ｂｉｃｏｓ（ωｉＬｉ）＝

　Ａｉ＋１ｓｉｎ（ωｉ＋１Ｌｉ）＋Ｂｉ＋１ｃｏｓ（ωｉ＋１Ｌｉ），

Ａｉωｉｃｏｓ（ωｉＬｉ）－Ｂｉωｉｓｉｎ（ωｉＬｉ）＝

　Ａｉ＋１ωｉ＋１ｃｏｓ（ωｉ＋１Ｌｉ）－Ｂｉ＋１ωｉ＋１ｓｉｎ（ωｉ＋１Ｌｉ）










．

（３）
记

Ｔｉ＝
ｓｉｎ（ωｉＬｉ） ｃｏｓ（ωｉＬｉ）

ωｉｃｏｓ（ωｉＬｉ） －ωｉｓｉｎ（ωｉＬｉ[ ]），
Ｓｉ＝

ｓｉｎ（ωｉ＋１Ｌｉ） ｃｏｓ（ωｉ＋１Ｌｉ）

ωｉ＋１ｃｏｓ（ωｉ＋１Ｌｉ） －ωｉ＋１ｓｉｎ（ωｉ＋１Ｌｉ[ ]），
式（３）可表示为

Ｓｉ
Ａｉ＋１
Ｂｉ＋{ }

１

＝Ｔｉ
Ａｉ
Ｂ{ }
ｉ

， （４）

记

Ｒｉ＝Ｓ
－１
ｉ Ｔｉ．

式（４）可表示为
Ａｉ＋１
Ｂｉ＋{ }

１

＝Ｒｉ
Ａｉ
Ｂ{ }
ｉ

，

因此可得到传递矩阵关系为

　
Ａｎ
Ｂ{ }
ｎ

＝Ｒｎ－１Ｒｎ－２…Ｒ１
Ａ１
Ｂ{ }
１

＝∏
１

ｉ＝ｎ－１
Ｒｉ
Ａ１
Ｂ{ }
１

．（５）

当δ＝０时，式（１）和（２）即为简支梁模型的
挠度微分方程及其通解，不难证明，对于简支梁模

型的待定系数仍将满足式（９）传递矩阵关系．
悬臂梁模型的根部边界条件为ｙ１（０）＝０且

ｙ＇０（０）＝０，解出
Ａ１
Ｂ{ }
１

＝ 　０
－{ }δ． （６）

　　 简支梁模型的根部边界条件为 ｙ１（０）＝０，
解出

Ａ１
Ｂ{ }
１

＝
Ａ１{ }０ ． （７）

　　 悬臂梁模型的顶部边界条件为 ｙｎ（Ｌ）＝δ，
简支梁模型的顶部边界条件为ｙｎ（Ｌ）＝０，可统一
表示为

［ｓｉｎ（ωｎＬ） ｃｏｓ（ωｎＬ）］
Ａｎ
Ｂ{ }
ｎ

＝０． （８）

由式（８）和式（５）可获得临界失稳特征方程为

［ｓｉｎ（ωｎＬ） ｃｏｓ（ωｎＬ）］∏
１

ｉ＝ｎ－１
Ｒｉ
Ａ１
Ｂ{ }
１

＝０．（９）

应用边界条件（６）或（７）可分别求出悬臂梁模型
或简支梁模型的欧拉临界力．需要指出的是，本文
推导的求解多节阶梯柱的欧拉临界力的传递矩阵

法，既没有限制每节柱的长度，也没有限制每节柱
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的截面惯性矩，也未包含任何附加假定，对多节阶

梯柱模型来说，本文方法得到的临界载荷 Ｐ的控
制方程式（９）是精确的．

２　计算结果与比较
本文将变截面梁柱以ｎ节长度相等的非等截

面阶梯柱来模拟，随着分节数目的增多，多节阶梯

柱模型计算结果将趋近于精确解．对几个经典算例
进行稳定性分析，来验证本文方法的准确性．为了便
于比较，引入量纲为一的稳定系数ｍ＝ＰｃｒＬ

２／ＥＩ２．
在计算过程中，为了简化计算，式（６）和式

（７）中可以取δ＝－１和Ａ１＝１．每节阶梯柱使用
各节变截面两端惯性矩的中间值，计算结果较为

精确，推荐使用

Ｉ＝
Ｉｉ＋Ｉｊ＋ ＩｉＩ槡 ｊ＋

４
Ｉ３ｉＩ槡 ｊ＋

４
Ｉ３ｊＩ槡 ｉ

５ ．

其中Ｉｉ和Ｉｊ分别为每小节变截面柱的两端惯性矩．
例１　图２所示为截面惯性矩为４次变化的

变截面柱，ａ为反映截面锥度的常数，Ｉ１／Ｉ２＝１／２，
ａ／（ａ＋Ｌ）＝（１／２）１／４．图２（ａ）为悬臂梁模型，其
精确的欧拉临界力［１］为 Ｐｃｒ ＝２００２ＥＩ２／Ｌ

２；图

２（ｂ）为简支梁模型，其精确的欧拉临界力［１］为

Ｐｃｒ＝６９７９ＥＩ２／Ｌ
２，使用本文多节阶梯柱的传递

矩阵法，分成ｎ节长度相等的非等截面阶梯柱来
计算欧拉临界力，计算结果比较如表１，２所示．
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　（ａ）悬臂梁　　　　　　　　（ｂ）简支梁

图２　截面惯性矩按四次变化的变截面柱

表１　截面惯性矩四次变化悬臂梁模型稳定系数ｍ值

节数ｎ ｍ 相对误差／％

精确解 － ２００２ －

传递矩阵法

２

４

６

８

１９５４１６

１９９０６５

１９９７１６

１９９９４２

－２３９０

－０５６７

－０２４２

－０１２９

表２　截面惯性矩四次变化简支梁模型稳定系数ｍ值

节数ｎ ｍ 相对误差／％

精确解 － ６．９７９ －

传递矩阵法

２

４

６

８

６９２９９５

６９７２８１

６９７６５９

６９７７６６

－０７０３

－００８９

－００３５

－００１９

　　例２　图３所示为截面惯性矩按２次变化的
变截面柱，ａ为反映截面锥度的常数，Ｉ１／Ｉ２ ＝
３／１０，ａ／（ａ＋Ｌ）＝（３／１０）１／２．图３（ａ）为悬臂梁模
型，其精确的欧拉临界力［１］为Ｐｃｒ＝１７６３ＥＩ２／Ｌ

２；

图３（ｂ）为简支梁模型，其精确的欧拉临界力［１］

为Ｐｃｒ＝５６２２ＥＩ２／Ｌ
２，使用本文多节阶梯柱的传

递矩阵法，分成ｎ节长度相等的非等截面阶梯柱
来计算欧拉临界力，计算结果比较如表３、４所示．
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　（ａ）悬臂梁　　　　　　　　（ｂ）简支梁

图３　截面惯性矩按二次变化的变截面柱
表３　截面惯性矩二次变化悬臂梁模型稳定系数ｍ值

节数ｎ ｍ 相对误差／％

精确解 － １７６３ －

传递矩阵法

２

４

６

８

１６８２６８

１７４４０１

１７５５１１

１７５８９５

－４５５６

－１０７７

－０４４８

－０２３０

表４　截面惯性矩二次变化简支梁模型稳定系数ｍ值

节数ｎ ｍ 相对误差／％

精确解 － ５６２２ －

传递矩阵法

２

４

６

８

５４３３９３

５５８３４７

５６０６２２

５６１３４５

－３３４５

－０６８５

－０２８１

－０１５２

　　其中表１～４的精确值来自文献［１］，从表中
可以看出，本文多节阶梯柱传递矩阵法的计算精

度很高，用６节阶梯柱模拟变截面柱求解整体稳
定性，将得到很好的计算结果，误差均小于

０５％．
例３　某动臂式塔机吊臂模型如图４所示，
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由ａ、ｃ两段惯性矩按２次变化的变截面段和ｂ段
等截面段组成，图４（ａ）为平面内简支式整体稳定
性计算模型；图４（ｂ）为平面外悬臂式整体稳定性
计算模型．Ｌａ ＝０２Ｌ，Ｌｃ ＝０３Ｌ，Ｉａ１／Ｉｂ１ ＝０３，
Ｉｃ１／Ｉｂ１ ＝０４，Ｉｂ２／Ｉａ２ ＝０９，Ｉｃ２／Ｉｂ２ ＝０４．引入无
量 纲 稳 定 系 数 ｍ１ ＝ ＰｃｒＬ

２／ＥＩｂ１ 和 ｍ２ ＝
ＰｃｒＬ

２／ＥＩａ２，使用通用有限元软件 ＡＮＳＹＳ中的
Ｂｅａｍ４４变截面梁单元，并将各段分为１０～８０个
单元，对于平面内和平面外两种模型，由 ＡＮＳＹＳ
计算得到ｍ值如表５所示．使用本文多节阶梯柱
的传递矩阵法，等截面段只分为１节，变截面段分
为２～６节，计算结果如表６所示，其中表６中相
对误差比较的对象为使用 ＡＮＳＹＳ将每段分为８０
个单元得到的解．
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图４　动臂式塔机吊臂模型
表５　动臂式塔机吊臂模型ＡＮＳＹＳ计算稳定系数ｍ值

单元数 ｍ１（平面内） ｍ２（平面外）

ＡＮＳＹＳ

（Ｂｅａｍ４４）

１０

２０

４０

８０

９．３４１２１

９．３４４４４

９．３４５２５

９．３４５４５

２．２４１８５

２．２４２０２

２．２４２０６

２．２４２０７

表６　动臂式塔机吊臂模型稳定系数ｍ值

节数ｎ
ｍ１

（平面内）

相对误差

／％

ｍ２
（平面外）

相对

误差／％

ＡＮＳＹＳ － ９．３４５４５ － ２．２４２０７ －

传递矩阵法

２

４

６

９．２３３４５

９．３１８２８

９．３３３４９

－１．１９９

－０．２９１

－０．１２８

２．２３６０８

２．２４０６２

２．２４１４３

－０．２６７

－０．０６５

－０．０２８

３　结　论
１）本文推导的求解多节阶梯柱欧拉临界力

的传递矩阵法，对多节阶梯柱模型，该方法是精确

的．当使用该方法以多节长度相等的非等截面阶
梯柱来模拟变截面柱，会产生误差，但是随着划分

节数的增多，误差逐渐减小．

　　２）本文推荐将每段变截面柱划分为６节长
度相等的非等截面阶梯柱，求解整体稳定性的欧

拉临界力误差小于０５％，精度很高．对于变截面
和等截面组成的非等截面混合结构，其等截面段

只需划分为１节，变截面段划分为６节将得到满
意的结果．

参考文献：

［１］ＴＩＭＯＳＨＥＮＫＯＳＰ，ＧＥＲＥＪＭ．Ｔｈｅｏｒｙｏｆｅｌａｓｔｉｃｓｔａ
ｂｉｌｉｔｙ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＭｃＧｒａｗ－Ｈｉｌｌ，１９６１：１３４－
１４１．

［２］ＲＡＨＡＩＡＲ，ＫＡＺＥＭＩＳ．Ｂｕｃｋｌｉｎｇａｎａｌｙｓｉｓｏｆｎｏｎｐｒｉｓ
ｍａｔｉｃｃｏｌｕｍｎｓｂａｓｅｄｏｎｍｏｄｉｆｉｅｄｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｓ［Ｊ］．
ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｉｎＮｏｎｌｉｎｅａｒＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＮｕｍｅｒｉｃａｌ
Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ，２００６，１３（８）：１７２１－１７３５．

［３］ＢＡＺＥＯＳＮ，ＫＡＲＡＢＡＬＩＳＤＬ．Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆ
ｂｕｃｋｌｉｎｇｌｏａｄｓｆｏｒｐｌａｎｅｓｔｅｅｌｆｒａｍｅｓｗｉｔｈｔａｐｅｒｅｄｍｅｍ
ｂｅｒｓ［Ｊ］．ＥｎｉｎｅｅｒｉｎｇＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００６，２８（５）：７７１－
７７５．

［４］楼梦麟，李建元．变截面压杆稳定问题半解析解
［Ｊ］．同济大学学报，２００４，３２（７）：８５７－８６０．

［５］陆念力，兰朋，李良．二阶理论条件下的梁杆系统精
确有限元方程及应用［Ｊ］．哈尔滨建筑大学学报，
１９９８，３１（４）：６７－７４．

［６］ＬＩＧｕｏｑｉａｎｇ，ＬＩＪｉｎｊｕｎ．ＡｔａｐｅｒｅｄＴｉｍｏｓｈｅｎｋｏＥｕｌｅｒ
ｂｅａｍｅｌｅｍｅｎｔｆｏｒａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｔｅｅｌｐｏｒｔａｌｆｒａｍｅｓ［Ｊ］．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｌＳｔｅｅｌＲｅｓｅａｒｃｈ，２００２，５８：
１５３１－１５４４．

［７］ＢＡＫＥＲＧ．Ｅｘａｃｔｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓｉｎｎｏｎｐｒｉｓｍａｔｉｃｍｅｍｂｅｒｓ
［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ＆Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，１９９６，６１（３）：５１５－
５２８．

［８］郭彦林，王文明，石永久．变截面门式刚架结构的非
线性性能［Ｊ］．工程力学，２０００，１７（４）：２９－３６．

［９］卞敬玲，王小岗．变截面压杆稳定计算的有限单元
法［Ｊ］．武汉大学学报，２００２，３５（４）：１０２－１０４．

［１０］宋启根，徐梁，宋丹．变截面梁柱刚度方程的Ｂｅｓｓｅｌ
函数解［Ｊ］．计算力学学报，２００１，１８（３）：３５５－３５７．

［１１］陆念力，兰朋，白桦．起重机箱形伸缩臂稳定性分
析的精确理论解［Ｊ］．哈尔滨建筑大学学报，２０００，
３３（２）：８９－９３．

（编辑　杨　波）

·７９３１·第９期 张宏生，等：动臂式塔机变截面吊臂的整体稳定性分析


