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一款微小型球形机器人的动力学分析

王鹏飞，王　鑫，李满天，孙立宁
（哈尔滨工业大学 机器人技术与系统国家重点实验室，哈尔滨 １５０００１，ｗａｎｇｐｅｎｇｆｅｉ１００７＠１６３．ｃｏｍ）

摘　要：利用拉格朗日方程等力学手段，分析了一款微小型球形机器人滚动和转动的运动特点，以及跳跃运
动的起跳条件．分析该类机器人的进动形式的运动形态，建立了整合运动的通用动力学模型，实现了机器人
沿任意曲线运动．对机器人进行了虚拟样机仿真，实验验证了上述分析的正确性．该研究为机器人非线性控
制打下了基础．
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　　微小型机器人在侦察与监控等方面特别是对
危险环境的探测的应用日益广泛．然而，随着应用
范围的扩大，面临的环境也越来越复杂，对机器人

的运动性能要求也越高．球型机器人独特的运动
原理与外形结构，使它拥有极强的运动灵活性、抗

倾覆性和良好的隐蔽性［１］，与普通机器人相比更

为适合复杂环境的侦察工作．
球形机器人作为一种非完整性系统，是一个

典型的欠驱动机构，其运动学的分析受到了一些

学者的关注［２－４］．１９９６年，芬兰赫尔辛基工业大
学自动化实验室的ＡａｒｎｅＨａｌｍｅ首次设计了一种
球形机器人［５］．２０００年 ＳｈｏｕｒｏｖＢｈａｔｔａｃｈａｒｙａ和
ＳｕｎｉｌｋＡｇｒａｗａｌ提出了一种由两个相互垂直的转

子构成的驱动系统，利用惯性矩来实现行走与转

向，灵活性较好但其驱动力较小［６］．２００２年，伊朗
学者ＡｍｉｒＨｏｍａｙｏｕｎＪａｖａｄｉＡ．和ＰｕｙａｎＭｏｊａｂｉ设
计了一种球形机器人，基本实现了系统的全向性

运动［７］．机器人的驱动系统是由４个轮辐构成，形
成正四面体框架结构．通过调整轮辐上质量块位
置实现机器人重心的改变，提供了较大驱动力但

控制复杂．１９９９年，卡耐基梅隆大学的 Ｂｒｉａｎ
Ｃｈｅｍｅｌ等人研制了一款小型球形机器人［８］．机器
人直径为１４ｃｍ，质量约２ｋｇ．在球形机器人研究
方面，国内一些高校也进行了一定研究［９－１１］．

本文提出一款采用“重心调节”和“惯性力

矩”结合式的球形机器人模型，综合两者的优点，

提高了机器人的驱动效率和运动灵活性．并且充
分利用空间，将机器人的尺寸缩小仅为直径 ５０
ｍｍ，质量为８０ｇ，提高了其隐蔽性．本文对这一球
形机器人模型的动力学问题进行了讨论．得到了



机器人的直线滚动和原地转动的动力学方程，给

出了跳跃运动的起跳条件，并且综合转动和滚动

运动，推导出机器人的一种新的复合运动形式，即

进动运动．最后进行了虚拟样机仿真，实验验证了
上述分析结果．

１　球形机器人物理模型
本文讨论的球形机器人采用“重心调节”和

“惯性力矩”结合式的运动方式．其物理模型可以
分别在竖直面、水平面上简化为两个相对独立的

运动模型．竖直面为滚动运动平面，由一个偏摆电
机控制运动；水平面为转动运动平面，由一个旋转

电机控制运动．机器人在结构上将滚动运动和旋
转运动的惯性配重合二为一，由圆盘形设计的偏

心质量块替代．这样的设计大大节省了机器人的
内部空间，去除了多余的质量（见图１）．同时，通
过选取Ｆａｕｌｈａｂｅｒ的微小型电机，并且以电机体为
机械梁，更提高了空间的利用，并控制机器人内部

质量为４８ｇ．
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图１　球形机器人结构与实物图

２　球形机器人滚动分析
２１　滚动动力学方程

机器人的滚动运动依靠偏心质量的偏摆而产

生沿竖直平面向前的驱动力．其在竖直面的滚动
运动模型可以简化为平面内两个广义坐标 θ和 ｘ
与一个广义力τ组成的力学模型．其运动模型如
图２，设球壳质量为Ｍ，内部偏心质量为ｍ．
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图２　球形机器人滚动模型

　　此系统为两自由度系统，Ａ点有力矩 τ的作
用，球壳在地面作纯滚动．但是输入只有电机转矩
τ，为典型的欠驱动系统．其动能Ｔ和势能Ｖ为

Ｔ＝１２Ｍｘ
２＋１２ＭＲ

２· ｘ( )Ｒ
２
＋１２ｍ·（ｘ＋

θｒｃｏｓθ）２＋１２ｍ·（
θｒｓｉｎθ）２，

Ｖ＝－ｍｇｒｃｏｓθ．
可得拉格朗日方程

２Ｍｘ̈＋ｍ̈ｘ＋ｍｒｃｏｓθ·θ̈－ｍｒｓｉｎθ·θ２ ＝０，
ｍｒ̈ｘｃｏｓθ＋ｍｒ２̈θ＋ｍｇｒｓｉｎθ＝τ{ ．

（１）
２２　滚动特点分析

１）动量守恒
拉格朗日函数Ｌ中不显含ｘ，则存在循环积分：
Ｌ
ｘ
＝２Ｍｘ＋ｍｘ＋ｍｒθｃｏｓθ＝Ｃｘ．

　　即系统广义动量守恒．从方程式可以看出机
器人的滚动运动速度可以通过控制其摆角值实

现．即摆角速度 θ＝０，控制摆角增大时（θ９０°，
ｃｏｓθ０），则滚动速度 ｘ将随之提高．
２）跳跃分析
利用运动方程，设地面支持力为Ｎ，当Ｎ≤０

时，即为球形机器人的起跳条件．可得竖直方向力
平衡方程：

Ｎ＝Ｍｇ＋ｍｇ＋ｍｒｃｏｓθθ２＋ｍｒｓｉｎθ̈θ≤０．
设机器人由静止起跳忽略滚动项，带入方程

（１）整理，可得

（Ｍｇ＋ｍｇｃｏｓ２θ）＋ ｍｒｃｏｓθθ２＋τｒｓｉｎ( )θ≤０．
（２）

方程第一个括号内，恒为正．因此当θ角在第
三象限时，使得方程（２）的后一括号内为负，从而
可能使方程满足起跳条件．即当 θ获得较大速度
时，或电机输出较大转矩时，机器人可能产生跳跃
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运动．

３　球形机器人转动分析
对于原地转动运动，转轴与竖直轴重合，使得

自旋运动与滚动运动相对独立，转动模型如图３，
其中内部旋转质量在旋转电机的带动下转动，转

速 φ，转动惯量ＪＢ；球壳转速 Ω，转动惯量ＪＡ；地面
给球体的阻力矩为Ｍμ．
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图３　球形机器人旋转运动模型

对于ｚ轴，力矩守恒方程为
ＪＢφ̈＋ＪＡΩ̈＝Ｍμ，

对等式积分可得速度关系

ＪＡΩ＝Ｍμｔ－ＪＢφ．
　　分析所得方程：
１）当ＪＢφ＞Ｍμｔ时，Ω为负值，即转向与 φ转

向相反．但随着时间的延续，Ｍμｔ不断增大，而由
于电机等因素的限制，φ不能无限增加，所以机器
人不可能长时间的连续转动，而只能采取间歇的

脉冲式转动．
２）当ＪＢφ＜Ｍμｔ时，Ω为正值，即 Ω与 φ同向

转动．不符合动量矩守恒定律，在实际情况中是不
会出现的，受阻力矩影响而静止不动．

４　球形机器人进动分析
４１　进动趋势的导出

将机器人内部系统从球体系统中独立出来，

则去除了球壳对内部系统的影响，并且不受地面

等的阻力影响．机器人内部系统具有两个可控的
输入，即滚动偏角θ和转动速度 φ．其中滚动偏角
θ由偏摆电机控制，保持恒定值．选择与配重圆盘
刚体固结的主轴坐标系为动坐标系，选择球体竖

直转动坐标系为系统定坐标系，该坐标系为内部

系统的虚拟坐标系，仅为说明本节问题所建立．其
运动模型如图４，配重圆盘转速为 φ，系统虚拟旋
转主轴ｚ０，系统绕虚拟主轴转速 ψ．由于梁架相对
配重圆盘质量小得多，所以忽略梁架质量．
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图４　球形机器人进动运动模型

　　圆盘的角速度ε

为

ε

＝ψｓｉｎθ·ｊ


＋（ψｃｏｓθ＋φ）·ｋ


，

动坐标系Ｏｘｙｚ的转动角速度为

ε


１ ＝ψｓｉｎθ·ｊ

＋ψｃｏｓθ·ｋ


．

外力矩

Ｍｘ ＝－ｍｇｒｓｉｎθ＋τ；

Ｍｙ不参与方程，为被限制自由度；

Ｍｚ＝０
{

．
代入欧拉方程可得

１／２ｍＲ２１φψ＋１／４ｍＲ
２
１
ψ２ｃｏｓθ＝

　 －ｍｇｒ＋τ／ｓｉｎθ；
１／４ｍＲ２１（ψｓｉｎθ）′＝Ｍｙ（此方程不参与系统）；

１／２ｍＲ２１（ψｃｏｓθ＋φ）′＝０










．

（３）
在运动过程中，Ｍｘ＝－ｍｇｒｓｉｎθ＋τ，由直线运

动偏摆电机输入力矩和滚动运动偏角决定，在平稳

运动时偏摆力矩平衡，水平轴所受力矩Ｍｘ ＝０．
则由方程（３）第一式得
ψ
φ
＝－
０．５ｍＲ２１
１
４Ｒ

２
１

·
１
ｃｏｓθ

＝－ ２
ｃｏｓθ

　． （４）

　　当有偏角θ时，圆盘将有由转动产生的

ψ＝－ ２
ｃｏｓθ

φ

的进动运动趋向．
４２　球体的进动转动

将上述的进动系统与机器人球体相结合，即

引入球壳质量和地面摩擦力的影响．则当机器人
正常滚动时存在偏角 θ，内部系统将产生绕 ｚ０轴

的 ψ＝－ ２ｃｏｓθ
φ的运动趋向．设内部系统绕ｚ０轴的

转动惯量为Ｊｐ，由动量定理可得
Ｊｐψ＝（Ｊｐ＋ＪＡ）Ω＋Ｍμｔ，

即　　　 Ω＝
Ｊｐ

Ｊｐ＋ＪＡ
ψ－ １
Ｊｐ＋ＪＡ

Ｍμｔ． （５）
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　　可见机器人在滚动运动时配合转动，可以实
现在前进过程中的以球体瞬时竖直轴为转轴的转

动和滚动的复合运动．
４３　机器人运动整合

将式（１）、（５）联立，即为该球形机器人在动
坐标系（ｘ－Ｏ－ｙ）的通用动力学模型（如图５）．
通过控制摆角θ，可以控制机器人的滚动速度；通
过控制转动速度 φ，使其与滚动运动相耦合，产生
进动运动，实现机器人在运动过程中的转向．
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图５　机器人整合运动坐标示意图

　　通过变换，可以获得在定坐标系（ｍ－Ｏ－ｎ）

中的通用动力学方程：

ｍ＝∫ｘｃｏｓΩｄｔ，
ｎ＝∫ｘｓｉｎΩｄ{ ｔ．

　　这种运动形式实现了机器人沿任意曲线的运
动．这样的运动增大了机器人对复杂环境的适应
能力．但是要指出的是，进动运动是一种耦合运
动，即在该运动情况下不能实现转速和滚动速度

的分别控制．

５　虚拟样机仿真与实验
为验证上述理论模型的正确性，根据机器人

实体参数设定如下：Ｒ＝２５ｍｍ，ｒ＝２０ｍｍ，
Ｍ ＝３４ｇ，ｍ ＝４８ｇ，ＪＡ ＝１３５００ｇｍ

２，ＪＢ ＝
３８００ｇｍ２，μ＝０３．在虚拟样机仿真分析软件
ＡＤＡＭＳ中建立了三维模型，其中具体参数含义参
考表１．虚拟样机仿真模型及运动曲线如图６．

表１　球形机器人参数

结构参数 Ｒ／ｍｍ ｒ／ｍｍ Ｍ／ｇ ｍ／ｇ ＪＡ／（ｇ·ｍ２） ＪＢ／（ｇ·ｍ２） μ

参数含义 球体半径
偏心质量质心

与球心距离
球壳质量 偏心质量

球壳相对竖直

轴转动惯量

偏心质量相对

竖直轴转动惯量

球体与地面

摩擦系数
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图６　球形机器人虚拟样机仿真模型与运动曲线

　　图６（ａ）为在 ＡＤＡＭＳ中建立的虚拟样机模
型．在仿真分析中，梁架与球壳连接处沿ｘ轴添加
回转副，偏心质量与梁架连接处沿 ｙ轴添加回转
副，球壳与地面添加接触力和摩擦．在两个回转副
加入电机转速信息进行模拟仿真，获得机器人的

运动特性曲线．

在偏摆电机输入恒定转速９０００（°）／ｓ，进行
跳跃运动动力学仿真，可得球形机器人跳跃高度

曲线（如图 ６（ｂ））．由图可得跳跃高度可达 ４５
ｃｍ，证明了在电机输入功率达到一定值时，机器
人可以实现跳跃运动．但是在实体样机上实现跳
跃运动还需要一定的改进．
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在旋转电机输入恒定转速９０（°）／ｓ、有摩擦
力作用，进行转动运动动力学仿真可得球形机器

人转动运动角速度曲线（如图６（ｃ））．按上述模
型计算，角速度由 －２５３（°）／ｓ逐渐减小为零，
与仿真结果相对照，吻合较好．在实体样机上，通
过对旋转电机输入一系列方波，使机器人实现了

非匀速的连续转动．
在偏摆电机输入恒定转速３０（°）／ｓ，１ｓ后旋

转电机再输入恒定转速９０（°）／ｓ，进行运动仿真
得到球形机器人在水平面（ｘ－ｚ平面）的位移曲
线（如图６（ｄ））．验证了球形机器人在两轴电机
同时作用时产生进动运动，实现了机器人沿曲线

运动．在实体样机中应用上节的理论分析，实现了
转动和滚动的整合运动．

６　结　论
１）本文对微小型球形机器人的滚动运动和

转动运动进行了动力学分析，并讨论了机器人跳

跃运动的起跳条件．
２）通过对其滚动运动和转动运动的动力学

分析的综合，得出机器人进动运动形式的动力学

方程，进而建立出整合运动通用的动力学模型．扩
展了机器人的运动形式，提高了其对环境的适

应性．
３）对机器人各运动形式的特点进行了分析，

利用仿真软件进行了虚拟样机仿真，并通过实验

验证了分析结果．
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