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超冗余全方位移动操作臂的逆运动学求解

徐慧娜，闫继宏，于振中，陈志峰，赵　杰
（哈尔滨工业大学 机器人研究所，哈尔滨 １５００８０，ｘｕｈｕｉｎａ５１１＠ｙａｈｏｏ．ｃｏｍ．ｃｎ）

摘　要：针对超冗余度机器人的运动学逆解求解快速性与优化性难以兼顾的问题，对于一类９自由度超冗
余全方位移动操作臂，提出一种关节等效和局部优化相结合的逆运动学求解方法．分析系统结构特点，在位
姿分离的基础上对不同自由度合理分组．根据手爪的抓取姿态求得腕点位置，并以关节角运动幅度最小为目
标函数，将决定腕点高度的两个关节的优化求解转化为二元函数的条件极值问题，在快速准确求解的同时有

效利用了系统的冗余特性．仿真实验表明，该方法能够兼顾实时性、准确性和优化性的要求．
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　　全方位移动操作臂与固定基座的操作臂相
比，不但扩大了操作空间，而且大大增强了操作灵

活性，提高了适应复杂作业及多任务需求的能力．
但是冗余度机器人的逆运动学求解也更加复杂，

如何寻找一种能够兼顾优化、速度和精度的算法

成为关键．
近年来国内外对于冗余度机器人逆运动学求

解方法已经有了一定的研究［１］．传统算法有梯度
投影法［２］和最小范数解［３］等．Ｇａｌｉｃｋｉ等［４］研究了

考虑控制反馈的逆运动学求解方法．美国 ＣＥＳＡＲ
机器人［５］的逆运动学用 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵分块等方
法，简化了梯度投影法中求 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵的逆．
ＪＩＡ等［６］基于关节极限及位形优化提出一种简化

的逆运动学控制方法．Ｍａ等［７］对操作臂末端自

由度进行合理分配，并引入两个约束条件，极大地

方便了逆运动学的求解．刘达等［８］针对不存在解

析逆运动学解的机器人结构，提出一种解析与数

值相结合的求逆解算法．祖迪等［９］在梯度投影法

的基础上用固定关节法进行二次计算．叶平等［１０］



提出了一种冗余度机器人自运动变量选取的新方

法．以上方法各有优缺点，但都无法兼顾求逆解的
优化性、快速性和精确性．

本文针对所研制的９自由度超冗余全方位移
动操作臂，提出了一种快速准确优化的逆运动学

求解方法．该方法根据机构特点在位姿分离的基
础上，对自由度合理分组，分别基于关节等效和局

部优化的原则解除冗余，从而实现快速准确地求

解．抓取目标物体的仿真实验证实了该方法的有
效性．

１　全方位移动操作臂运动学模型
如图１所示，该移动操作臂由一个全方位移

动平台和一个固定在其上的轻型操作臂组成．其
中，全方位移动平台在平面内具有 ３个自由度
（ｘ，ｙ，φ）；操作臂具有６个自由度θｉ（ｉ＝１，２，…，
６）．杆件参数及坐标系如图２所示，｛ＯＷ｝和｛ＯＢ｝
分别表示世界坐标系和固定在移动平台上的坐标

系，｛Ｏｉ｝（ｉ＝０，１，…，６）表示操作臂上的 Ｄ－Ｈ
坐标系．

图１　全方位移动操作臂实物照片
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图２　全方位移动操作臂运动坐标系

　　根据图２可知，全方位移动操作臂的正运动
学模型可表示为

ＷＴ６ ＝
ＷＴＢ（ｘ，ｙ，φ）

ＢＴ０
０Ｔ６（θ１，θ２…θ６）＝

ＷＴＢ
ＢＴ０

０Ｔ１
１Ｔ２

２Ｔ３
３Ｔ４

４Ｔ５
５Ｔ６．（１）

其中：

ＷＴＢ ＝

ｃφ －ｓφ ０ ｘ
ｓφ ｃφ ０ ｙ
０ ０ １ ｄ０











０ ０ ０ １

，

ＢＴ０ ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ｅ
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

，

０Ｔ１ ＝

ｃθ１ ０ －ｓθ１ ０

ｓθ１ ０ ｃθ１ ０

０ －１ ０ ｄ１











０ ０ ０ １

，

１Ｔ２ ＝

ｃθ２ －ｓθ２ ０ ａ２ｃθ２
ｓθ２ ｃθ２ ０ ａ２ｓθ２
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

，

２Ｔ３ ＝

ｃθ３ ０ ｓθ３ ０

ｓθ３ ０ －ｃθ３ ０

０ １ ０ ０











０ ０ ０ １

，

３Ｔ４ ＝

ｃθ４ ０ －ｓθ４ ０

ｓθ４ ０ ｃθ４ ０

０ －１ ０ ｄ４











０ ０ ０ １

，

４Ｔ５ ＝

ｃθ５ ０ ｓθ５ ０

ｓθ５ ０ －ｃθ５ ０

０ １ ０ ０











０ ０ ０ １

，

５Ｔ６ ＝

ｃθ６ －ｓθ６ ０ ０

ｓθ６ ｃθ６ ０ ０

０ ０ １ ｄ６











０ ０ ０ １

．

这里，ｃθｉ≡ｃｏｓθｉ，ｓθｉ≡ｓｉｎθｉ

２　全方位移动操作臂逆运动学分析
移动操作臂末端３个关节的轴线相交于一点

（腕点Ｗ），共同决定末端手爪的姿态；其余６个
关节决定腕点的位置．因此，只有在位置逆运动学
的求解中才存在冗余自由度．下面将重点论述如
何用一种简单、优化的方法来实现位置逆运动学

的求解．
由图２及式（１）可知，操作臂末端手爪在世

界坐标系｛ＯＷ｝下的位姿矩阵可表示如下：
　　 ＷＴ６ ＝

ＷＴＢ
ＢＴ００Ｔ６ ＝
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ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ











０ ０ ０ １

＝
Ｒ３×３

ｐｘ
ｐｙ
ｐｚ











０ ０ ０ １

．

其中，（ｘ，ｙ，φ，θ１，θ２，θ３）决定腕点的位置，（θ４，
θ５，θ６）决定手爪的姿态．决定位置的６个变量可
以分为两组：

１）腕点Ｗ在ｘＷｏＷｙＷ平面内的投影位置由全
方位移动平台的平动自由度ｘ和ｙ，转动自由度φ
以及操作臂的第一个回转自由度θ１实现．
２）腕点Ｗ沿ｚＷ方向的高度由操作臂的第２、

第３个转动自由度θ２，θ３来实现．
对于以上两组自由度变量，下文将采取两种

不同的方法分别处理．
２１　关节等效法

全方位移动平台的转动自由度φ与操作臂的
第一个回转自由度θ１的旋转轴方向相同，两关节
具有等效性．在实际控制时，可以固定其中一个关
节不动．臂的初始位置如图２所示，为了保持操作
臂始终位于车的正前方，以拥有较大的操作空间，

可设定θ１ ＝０．根据目标物体的位置坐标（ｐｘ，ｐｙ，
ｐｚ），不妨可以预先设定：

φ＝

－ｔａｎ－１ ｐｘ－ｘ０
ｐｙ－ｙ

( )
０

，　　　（ｐｘ ＞０）；

π－ｔａｎ－１ ｐｘ－ｘ０
ｐｙ－ｙ

( )
０

， （ｐｘ ＜０，ｐｙ ＜０）；

－π－ｔａｎ－１ ｐｘ－ｘ０
ｐｙ－ｙ

( )
０

， （ｐｘ ＜０，ｐｙ ＞０）











 ．

．

（２）
其中（ｘ０，ｙ０，０）为移动平台的当前位置．于是根据
关节等效的原理简化了２个自由度，决定位置的
自由度数由６个减为４个．
２２　局部优化法

操作臂的第２，３个转动自由度θ２和θ３的旋
转轴方向相同，共同决定腕点 Ｗ在 ｚＷ 方向的高
度．但是，这两个关节在增强操作臂的灵活性方面
具有很重要的作用，故采用优化的方法处理．首先
根据目标物体的位姿矩阵求出末端手爪达到该位

姿时腕点的高度ＨＷ，然后建立关于 θ２，θ３的优化
模型．
２２１　求取腕点高度

３个关节旋转轴相交于一点的腕部，相当于
一个球铰．在根据目标物体的位姿矩阵求取腕点
的高度时，可以先将前面的关节与腕部３个关节
相分离，然后再将其与腕部球铰连接上即可，不会

影响末端手爪的位姿．具体求解方法如下：
在腕点Ｗ上建立基准坐标系｛ＯＷ＇｝，｛ＯＷ＇｝的

原点与腕点 Ｗ重合，各坐标轴与世界坐标系
｛ＯＷ｝平行，如图３所示．
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图３　腕部坐标系示意图

末端手爪在腕点基准坐标系｛ＯＷ＇｝下的位姿矩阵
可表示为

Ｔ′（θ′４，θ′５，θ′６）＝
Ｗ′Ｔ３

３Ｔ４
４Ｔ５

５Ｔ６ ＝

　　

ｎ′ｘ ｏ′ｘ ａ′ｘ ｐ′ｘ
ｎ′ｙ ｏ′ｙ ａ′ｙ ｐ′ｙ
ｎ′ｚ ｏ′ｚ ａ′ｚ ｐ′ｚ











０ ０ ０ １

＝
Ｒ′３×３

ｐ′ｘ
ｐ′ｙ
ｐ′ｚ











０ ０ ０ １

．（３）

其中：

Ｗ′Ｔ３ ＝

０ －１　 ０ ０
０ ０ １ ０
－１　 ０ ０ ０











０ ０ ０ １

，

３Ｔ４ ＝

ｃθ４ ０ －ｓθ４ ０

ｓθ４ ０ ｃθ４ ０

０ －１　 ０ ０











０ ０ ０ １

．

（为了计算方便，可假设｛Ｏ３｝移至腕点），
４Ｔ５，

５Ｔ６见式（１），代入式（３）可求得

Ｔ′＝

－ｓ４ｃ５ｃ６－ｃ４ｓ６ ｓ４ｃ５ｓ６－ｃ４ｃ６ －ｓ４ｓ５ －ｄ６ｓ４ｓ５
－ｓ５ｃ６ ｓ５ｓ６ ｃ５ ｄ６ｃ５

－ｃ４ｃ５ｃ６－ｓ４ｓ６ ｃ４ｃ５ｓ６＋ｓ４ｃ６ －ｃ４ｓ５ －ｄ６ｃ４ｓ５











０ ０ ０ １

．

式中，ｃｉ≡ｃｏｓθｉ；ｓｉ≡ｓｉｎθｉ．
如前文所述，末端手爪在世界坐标系｛ＯＷ｝

下的位姿矩阵为

Ｔ＝
Ｒ３×３

ｐｘ
ｐｙ
ｐｚ











０ ０ ０ １

．

由于｛ＯＷ′｝与｛ＯＷ｝各坐标轴平行，所以二者
的姿态矩阵相等，即 Ｒ′３×３ ＝Ｒ３×３．据此可求出
θ′４，θ′５和θ′６，从而求得末端手爪在腕点基准坐标
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系｛ＯＷ′｝下的位置坐标（ｐ′ｘ，ｐ′ｙ，ｐ′ｚ）．
由图３可知，腕点Ｗ在ｚＷ方向的高度：

ＨＷ ＝Ｐｚ－Ｐ′ｚ．
　　 需要注意的是，θ′４，θ′５和 θ′６表示坐标系
｛Ｏ３｝固定，手爪达到目标姿态时腕部３个关节需
要运动的角度．但是实际上｛Ｏ３｝是随着前面几个
关节变化的，所以应该在求出θ２和θ３后再代入式
（１）求解θ４、θ５和θ６．二者之所以数值不同，只是
由于相对的基准坐标系不同，实际腕部３个关节
的位姿并没变．所以，由此求出的ＨＷ是可靠的．
２２．２　建立优化模型

根据图２所示，ＨＷ只与 θ２和 θ３两个变量有
关，三者满足以下关系式：

ｄ０＋ｄ１－ａ２ｓｉｎθ２－ｄ４ｓｉｎ（θ２＋θ３）＝ＨＷ．
式中，ｄ０，ｄ１，ａ２，ｄ４为系统结构参数，是已知量．

为了降低系统能耗，并使操作臂在工作过程

中保持最好的柔顺性，以关节角运动幅度最小为

优化指标．建立的目标函数为

Ｈ（θｉ）＝∑
ｉ＝２，３

θｉ－θｉｃ
θｉ

( )
ｍ

２

．

式中：θｉｃ为关节ｉ运动范围的中值；θｉｍ为关节ｉ运
动范围的一半．在该全方位移动操作臂系统中，θ２
和θ３的运动范围均为（－π／２，π／２）．这样，操作
臂第２，３个关节θ２和θ３的优化求解便转化为有两
个未知数和一个约束条件的二元函数的条件极值

问题．相比Ｄｕｂｂｙ对ＣＥＳＥＡＲ七自由度机器人逆
运动学提出的梯度投影算法（计算量为１４１个乘
法，１０２个加法），显然大大减小了计算量，保证了
实时性的要求．

经过等效关节和局部优化求解之后，该系统

的９个自由度便只剩下５个自由度是未知的．具
体求解过程同普通的非冗余机器人逆解求解方

法，在此不再赘述．以上所求的逆解均为精确的解
析解，满足了准确性的要求．

３　仿真实验
设目标矩阵为

ＲＨＳ＝

１ 　０ 　０ ５０００

０ －槡２２ 　槡２２ ５０００

０ －槡２２ －槡２２ １０００

















０ 　０ 　０ １

．

　　假设初始时刻移动平台位于世界坐标系原
点，抓取过程中无障碍，采用点到点（ＰＴＰ，ｐｏｉｎｔ
ｔｏｐｏｉｎｔ）的轨迹规划方法，时间为５ｓ．注意到：如

果是固定基座的操作臂，末端手爪无法到达目标

点．所以全方位移动平台极大地扩展了操作臂的
工作空间．

目标点的位置坐标（５０００，５０００，１０００），由
式（２）可得φ＝－π／４．根据上述逆运动学求解方
法求得其他各个关节变量，采用基于关节变量描

述的插值算法得到各关节的 ＭＡＴＬＡＢ仿真曲线
如图４所示．
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图４　各关节的位移曲线

其中，θ２，θ３，θ５的运动范围为（－π／２，π／２），
θ４，θ６的运动范围为（－π，π），由图４可知各关节
均未超出其运动范围，且曲线连续平滑，可以实现

平稳抓取．
末端手爪轨迹的三维视图及分别在 ｘＷ，ｙＷ，

ｚＷ方向的视图如图５所示．
　　由图５可以看出利用该逆解算法可以实现末
端手爪对目标点的准确抓取．

在运算时间方面，在 Ｐｅｎｔｉｕｍ（Ｒ）４２４ＧＨｚ
处理器上采用ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ操作系统对该逆运动
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学求解方法进行了时间测试．通过多次计算求均
值的方法估算每次求解耗时６ｍｓ左右，控制周期
约为２０ｍｓ，完全可以满足一般机器人系统的实
时性要求．

!"

#

"

"

#

!"

"$%

"$&

!$"

" ' ( )

'

(

)

" ' ( )

" ' ( )

!*+

!*+

!*+

",%

"$&

!$"

'

(

)

"

-

.
/

#

-

.
/

$

-

.

/

%

-

.

/

&

-

.

/

'

-

.

/

图５　末端手爪的位移曲线

４　结　论
１）针对一类９自由度超冗余全方位移动操

作臂，在位姿分离的基础上，分别利用关节等效和

局部优化的方法处理不同的冗余自由度．
２）提出了一种根据手爪姿态求取腕点位置

的方法，从而把关于两个变量的优化问题转化为

二元函数的条件极值问题，提高了优化计算的

速度．
３）仿真实验证明该方法能够在兼顾优化的

前提下快速地求取解析逆解，对冗余度移动操作

臂的逆运动学求解具有一定的通用性．
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