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具有多条最短路径的最短路问题
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摘　要：尽管Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法是解决正权单源点最短路问题公认的最好算法，但它仅能求得从源点到指定点的
一条最短路径，为了给出从源点到指定点的所有最短路径，通过改进临时标号过程，得到了修正的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ
算法．修正后的算法得到的不再是最短路径树，而是最短路径图．相对于原算法，修正后的算法不仅更加简
便，而且应用Ｙｅｎ算法能够按照边数由少到多的顺序罗列出所有的最短路径．
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　　单源点正权最短路问题是最短路问题中最简
单的、应用最为广泛的一类问题，在计算机科学、

交通科学等工程技术领域具有非常重要的应用．
Ｓｈｉｍｂｅｌ［１］提出了第一种算法———矩阵算法，但计
算效率较低，计算复杂性为 Ｏ（ｎ３ｌｏｇｎ）．长期以
来，Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法一直是解决正权单源点最短路问
题的最好算法之一［２］，该算法既可用于有向问

题，又可用于无向问题，应用 Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ堆计算复
杂性为 Ｏ（ｍ＋ｎｌｏｇｎ）［３－７］．然而，它只能求得从
源点到其它点的一条最短路径，最终结果表现为

一棵最短路径树．事实上，从源点到指定点可能存
在多条最短路径，Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法无法给出所有的最
短路径．为了方便，本文把这类从源点到指定点存

在多条最短路径的问题特称为具有多条最短路径

的最短路问题．如果源点和指定点仅仅存在数量
不多的最短路径，获得这些最短路径不存在实质

性难度，可以通过枚举列出．如果源点和指定点
间的最短路径数量庞大，则无法一一列出，只能从

中选出若干条较满意的最短路径，如所选择的最

短路径具有最少的边数等［８－１０］．为此，本文将对
Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法进行修正，修正后的算法得到的不再
是最短路径树，而是最短路径图．在最短路径图
中，从源点到指定点的任意两条路径都具有相同

的距离．文中还将基于最短路图，应用 Ｙｅｎ算法
罗列出从源点到指定点的所有最短路径．

１　修正的Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法
单源点正权最短路问题可描述为：给定一个具

有ｎ个点ｘｉ（１≤ｉ≤ｎ）、ｍ条边的有向图或无向图
Ｇ（Ｖ，Ｅ），令源点为ｖ１，边（ｖｉ，ｖｊ）的权ｗ（ｖｉ，ｖｊ）为正



实数．若点ｖ为图中任意一点，Ｒ是Ｇ（Ｖ，Ｅ）中从ｖ１
到ｖ的一条路径，定义路径的权是所有边的权之
和，记为ｗ（Ｒ）．单源点最短路问题就是在所有从ｖ１
到ｖ的路Ｒ中，求一条权最小的路Ｒ０使得ｗ（Ｒ０）＝
｛ｗ（Ｒ）｝．

经典 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法是一种标号算法，其思
想为：

１）引入了两种标号，即Ｔ和Ｐ．Ｔ为从源点ｖ１
到 ｖ的最短路权的上界，称为临时标号，记为
Ｔ（ｖ）．Ｐ为从源点ｖ１到这一点的最短路权，称为固
定标号，记为Ｐ（ｖ）．之所以称为固定标号，是因为
当点ｖ拥有Ｐ后，其Ｔ的值就不再改变．同时，引入
集合Ｓ，用以表示所有具有Ｐ的点的集合．
２）引入函数λ（ｖ），用以记录路径Ｒ中点ｖ的

上一个点．
３）首先令源点ｖ１的Ｔ（ｖ１）＝０，其它点 ｖ的

Ｔ（ｖ）＝＋∞，并令源点ｖ１首先成为具有 Ｐ的点，
同时把点ｖ１加入到集合 Ｓ．算法的每一步总能使
一个没有Ｐ的点转变为新的具有 Ｐ的点，这样一
来，经ｎ－１步，所有点都将拥有Ｐ，算法终止．这
时候，点ｖ的Ｐ就是从源点ｖ１到ｖ的最短路权．
４）根据函数λ（ｖ），反溯得到从源点ｖ１到ｖ的

最短路径．
Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法的具体步骤为：
Ｓｔｅｐ．１　 初始化．
Ｔ（ｖ１）＝０，λ（ｖ１）＝ｖ１；Ｔ（ｖ）＝＋∞，
λ（ｖ）＝Ｍ；Ｓ＝φ．
Ｓｔｅｐ．２　选取不拥有Ｐ但具有最小Ｔ的点ｙ，

同时令Ｐ（ｙ）＝Ｔ（ｙ），Ｓ＝Ｓ∪｛ｙ｝．
Ｓｔｅｐ．３　对所有未进入集合 Ｓ的、点 ｙ的邻

点ｘ进行Ｔ更新过程．即：
如果 Ｔ（ｙ）＋ｗ（ｙ，ｘ）＜Ｔ（ｘ），那么 Ｔ（ｘ）＝

Ｔ（ｙ）＋ｗ（ｙ，ｘ），同时令λ（ｘ）＝ｙ．
Ｓｔｅｐ．４　 如果所有点都进入集合 Ｓ，那么算

法停止，根据函数λ（ｖ）得到从源点ｖ１到ｖ的最短
路径，否则转入Ｓｔｅｐ．２．

应用Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法可以求得最短路径树．在
最短路径树中，从源点到任意点仅仅只有一条最

短路径，这条路径在原图中则表现为相应两点之

间的一条最短路径．下面给出修正的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算
法为：

Ｓｔｅｐ．１　初始化．
Ｔ（ｖ１）＝０；μ（ｙ，ｘ）＝０；Ｒ＝｛ｖ１｝；Ｓ＝．
Ｓｔｅｐ．２　在集合Ｒ中选取具有最小Ｔ标号的

点ｙ，则：
１）Ｓ＝Ｓ∪｛ｙ｝，Ｒ＝Ｒ－｛ｙ｝；

２）若边（ｙ，ｘ）∈Ｅ且ｘＳ，则Ｒ＝Ｒ∪｛ｘ｝．
Ｓｔｅｐ．３　若边（ｙ，ｘ）∈Ｅ，则：
情形 １　 若 Ｔ（ｙ）＋ｗ（ｙ，ｘ）＜Ｔ（ｘ），则

Ｔ（ｘ）＝Ｔ（ｙ）＋ｗ（ｙ，ｘ），μ（ｙ，ｘ）＝１；
同时若μ（ｚ，ｘ）＝１且ｚ≠ｙ，则μ（ｚ，ｘ）＝０．
情形 ２　 若 Ｔ（ｙ）＋ｗ（ｙ，ｘ）＝Ｔ（ｘ），则

μ（ｙ，ｘ）＝１．
Ｓｔｅｐ．４　 如果所有点都进入集合 Ｓ，那么算

法停止，把所有μ（ｙ，ｘ）＝０的边从图Ｇ（Ｖ，Ｅ）中
删去，这样得到的新图就是最短路径图，记为Ｇ＃，
在Ｇ＃中从源点ｖ１到ｖ的任意一条路径都是原图
Ｇ（Ｖ，Ｅ）中从源点 ｖ１到 ｖ的最短路径，此时的
Ｔ（ｖ）就是从源点ｖ１到ｖ的最短路径的权；否则转
入Ｓｔｅｐ．２．

修正的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法相对于经典的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ
算法得到的不再是最短路径树，而是最短路径图．
在最短路径图中，从源点到指定点的任意一条路

径在原图中均是最短路径．修正的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法
具有：１）本改进算法仅保留了 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法的 Ｔ
标号，简化了 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法；２）在 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法的
初始化步骤中，令Ｔ（ｖ）＝＋∞，这给计算机编程
实现带来了困难，不得不选定一个足够大的数来

代替 ＋∞，本文的算法可避免这个麻烦．
下面给出算法正确性的证明：

引理 １　在修正的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法中，如果
Ｔ（ｙ）＋ｗ（ｙ，ｘ）＝Ｔ（ｘ），那么必有μ（ｙ，ｘ）＝１．

证明　根据算法的 Ｓｔｅｐ．３，当 Ｔ（ｙ）＋ｗ（ｙ，
ｘ）＜Ｔ（ｘ）或 Ｔ（ｙ）＋ｗ（ｙ，ｘ）＝Ｔ（ｘ）时，都将有
μ（ｙ，ｘ）＝１且 Ｔ（ｙ）＋ｗ（ｙ，ｘ）＝Ｔ（ｘ）．而当
Ｔ（ｙ）＋ｗ（ｙ，ｘ）＞Ｔ（ｘ）时，由算法的 Ｓｔｅｐ．３，
μ（ｙ，ｘ）的值不发生变化，由于每个点仅进行一次
Ｔ更新过程且μ（ｙ，ｘ）的初始值为０，因而μ（ｙ，ｘ）
的值仍然为０．另一方面，根据算法的Ｓｔｅｐ．３，点ｙ
的Ｔ过程使得Ｔ（ｚ）＋ｗ（ｚ，ｘ）＝Ｔ（ｘ）不再成立，
情形 １将令 μ（ｚ，ｘ）＝０，从而保证了只有当
Ｔ（ｙ）＋ｗ（ｙ，ｘ）＝Ｔ（ｘ）时，μ（ｙ，ｘ）的值才可能为１．

综合上述几种情形，当μ（ｙ，ｘ）＝１时，Ｔ（ｙ）＋
ｗ（ｙ，ｘ）＝Ｔ（ｘ）时，总有μ（ｙ，ｘ）＝１．

定理１　修正的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法可获得从源点
ｖ１到点ｖ的所有最短路径．

证明　假设 Ｐ０＝（ｖ１，Ｕ１，…，Ｕｉ，…，Ｕｈ，ｖ）
是得到的从点 ｖ１到点 ｖ的任一条最短路径，而
Ｐ１ ＝（ｖ１，Ｑ１，…，Ｑｉ，…，Ｑｒ，ｖ）是从点ｖ１到点ｖ
的任意一条路径．

根据算法的步骤和引理１，对于路Ｐ０有
Ｔ（ｖ１）＝Ｔ（ｖ１）＋ｗ（ｖ１，Ｕ１）；
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Ｔ（Ｕｉ）＝Ｔ（Ｕｉ－１）＋ｗ（Ｕｉ－１，Ｕｉ），（２≤ｉ≤ｈ）；
Ｔ（ｖ）＝Ｔ（Ｕｈ）＋ｗ（Ｕｈ，ｖ）．
如果Ｐ１也是从点ｖ１到点ｖ的一条最短路径，

那么必有

Ｔ（ｖ）＝Ｔ（Ｕｈ）＋ｗ（Ｕｈ，ｖ）＝
Ｔ（Ｑｇ）＋ｗ（Ｑｒ，ｖ）．

根据引理１，那么总有 μ（Ｑｒ，ｖ）＝１．这样就
保证了边（Ｑｒ，ｖ）保留在最短路图中．同时，也必
然有

Ｔ（ｖ１）＝Ｔ（ｖ１）＋ｗ（ｖ１，Ｑ１）；
Ｔ（Ｕｉ）＝Ｔ（Ｑｉ－１）＋ｗ（Ｕｉ－１，Ｕｉ），（２≤ｉ≤ｒ）．
否则Ｐ１就不是从点ｖ１到点ｖ的最短路径，这样

也有μ（ｖ１，Ｑ１）＝１且μ（Ｑｉ－１，Ｑｉ）＝１（２≤ｉ≤ｒ），
说明Ｐ１中的所有边都在最短路图中．

鉴于Ｐ１的任意性，因而修正的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法
总可获得从源点ｖ１到点 ｖ的所有最短路径，这些
最短路径中的任意一边都保留在最短路图中．

定理 １保证了算法的正确性．由引理 １和
定理１可直接得到：

推论１　在最短路图中，从点 ｖ１到点 ｖ的任
一条路径都是原图中从点ｖ１到点ｖ的最短路径．

例１　求解下列最短路问题．
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　　在例１中，显然从点１到点２～点８和点９都
存在多条路径，应用经典的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法得到的
最短路径树为：
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　　而应用修正的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法，得到的最短路
径图与原图相同．由最短路径图，从点１到点９将
具有８条最短路径．例１的图规模较小，列出两点
间的所有最短路径是容易的，而当图的规模庞大

且两点间的最短路径的数目可观时，将不得不寻

求专门的算法．

２　获得两点间的所有最短路径
应用修正的Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法得到一个最短路径

图．该算法基于最短路径图可以获得从源点到指
定点的所有最短路径．该算法的思想是，根据各最
短路径中边的数目对各最短路径进行排序，边数

越少的最短路径对应的级别就越高，算法将按照

级别由高到低的顺序依次列出所有的最短路径．
如果令最短路径图中的各边的权均为１，那

么从源点到指定点的路径长度和路径中的边数相

等．这样一来，从源点到指定点的路径长度越短，
该路径的级别就越高．按照级别由高到低依次列
出所有的最短路径，可以借助于求解第 ｋ条最短
路径问题的Ｙｅｎ算法来解决［１１］．

设从源点到指定点有多条路径，这些路径具

有不同的长度，如果按照长度由小到大进行排序，

那么第 ｋ条最短路径是指排在第 ｋ个位置的路
径．Ｙｅｎ算法是求解无圈第 ｋ条最短路径问题当
前公认的最好算法．Ｙｅｎ算法的思想是，首先求得
从源点到指定点的第１，２，…，ｋ－１条最短路径，
然后在这ｋ－１条最短路径的基础上求得第 ｋ条
最短路径．由于在最短路径图中，从源点到指定点
的最短路径是有限的，因而当 ｋ足够大时，按照
Ｙｅｎ算法总可以求得从源点到指定点的所有最短
路径．

下面给出获得所有最短路径的算法为：

Ｓｔｅｐ．１　应用修正的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法得到最短
路径图Ｇ＃．

Ｓｔｅｐ．２　令最短路图 Ｇ＃中所有边的权均为
１，得到新的图Ｇ．

Ｓｔｅｐ．３　应用经典的Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法得到图Ｇ

的从源点到指定点的最短路径，也就是第１条最
短路径．

Ｓｔｅｐ．４　令ｋ＝２．
Ｓｔｅｐ．５　应用Ｙｅｎ算法求得图 Ｇ 的从源点

到指定点的第ｋ条最短路径．如果 Ｙｅｎ算法无法
得到第 ｋ条最短路径，则算法结束，否则转入
Ｓｔｅｐ．６．

Ｓｔｅｐ．６　ｋ＝ｋ＋１，转入Ｓｔｅｐ．５．
由于从源点到指定点的最短路径的数目是有

限的，因而算法是收敛的．事实上，在算法的
Ｓｔｅｐ．３就得到了从源点到指定点的、边数最少的
一条最短路径．

例２　求解下列最短路问题，求得从点１到
点９的所有最短路径．
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　　解：应用修正的 Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法得到最短路
径图．
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　　由最短路径图，可知从点１到点９具有多条
最短路径，最短路径的长度为２０．接下来，令最短
路径图的各边的权均为１，得到：
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　　在最短路径图上，应用 Ｙｅｎ算法得到从点１
到点９的所有最短路径为：

第１条最短路径：１→２→９；
第２条最短路径：１→４→２→９；
第３条最短路径：１→４→５→９；
第４条最短路径：１→３→４→５→９；
第５条最短路径：１→３→４→２→９；
第６条最短路径：１→４→６→７→８→９；
第７条最短路径：１→３→６→７→８→９；
第８条最短路径：１→３→４→６→７→８→９．

３　结　论
１）对Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法进行了修正，修正后的算

法得到的不再是最短路径树，而是最短路径图．
２）对Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法进行了简化，不再沿用 Ｐ

标号仅仅保留了Ｔ标号，在初始化步骤中也不再

令各点的Ｔ标号的值为无穷大，客观上为算法的
计算机实现提供了方便．
３）基于最短路径图，应用求解第ｋ条最短路

径的Ｙｅｎ算法，根据边数由少到多可依次给出从
源点到指定点的所有最短路径．
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