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一种深空自主导航系统可观测性分析方法
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摘　要：针对非线性系统的可观测性，本文结合微分几何相关理论通过李导数求解系统的可观测矩阵，利用
条件数给出了一种衡量系统可观测度的分析方法；将其应用于基于太阳视线矢量的深空自主导航系统的可

观测性分析，研究了不同轨道参数对系统可观测性能的影响；为进一步验证导航系统可观测度与状态估计精

度之间的关系，结合非线性扩展卡尔曼滤波建立导航算法，对不同可观测度条件下的自主导航系统分别进行

仿真分析．从仿真结果可以看出，本文提出的可观测性分析方法是可行的．
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　　对于深空自主导航系统，由于不能够直接测得
探测器与中心天体或导航目标天体之间的距离，通

常利用敏感器测量参考天体（太阳、恒星、行星及其

卫星、小行星等）相对于探测器的方位信息［１］，并结

合状态估计算法，解算出探测器的位置和速度．然
而，利用测量信息能否解算出探测器的轨道主要依

赖于自主导航系统的可观测性．因此，判断自主导

航系统能否满足任务要求的第一步，就是分析其可

观测性．由于深空自主导航系统对应的状态方程和
观测方程的非线性导致分析其可观测性存在一定

的困难．传统的方法是将其线性化后离散化，然后
利用线性离散系统的可观测性理论来分析导航系

统的可观测性［２］．Ｌｅｅ和Ｍａｒｋｕｓ［３］论证了线性化系
统可观测性与原系统局部一致．但是，一个可观测
的连续系统，离散化后并不一定能保持其可观测

性．刑光谦［４］针对离散线性系统，利用随机系统的

可观测性矩阵定义了量测系统的可观测度，并建立

了该可观测度与状态估计精度之间的解析关系；



ＦｒｅｄｒｉｃＭ．Ｈａｍ［５］利用Ｋａｌｍａｎ滤波的协方差阵定
义可观测度，以协方差阵的特征值大小来衡量系该

可观测性的强弱．
对于非线性系统，现有的可观测性分析方法

主要分为以下三类：一类是将非线性系统线性化

后得到系统的可观测矩阵，然后利用线性系统的

可观测分析方法［６～８］；一类是从非线性系统出

发，分析系统的可观测性秩条件［９］和局部弱可观

测［１０］等；第三类是利用滤波算法产生仿真结

果［５］．这些方法只可以定性地分析系统是否可观
测，或者判断某一时刻哪些状态或其线性组合是

否可观测，并不能定量地给出系统在整个时间区

间内的可观测度．
针对上述问题，本文结合微分几何的非线性

系统理论，通过李导数求解非线性系统的可观测

矩阵，并利用条件数给出了一种衡量系统可观测

度的分析方法；将该方法应用于深空自主导航系

统的可观测性分析，在建立太阳视线矢量观测模

型的基础上，研究不同轨道参数对系统可观测性

能的影响；结合扩展卡尔曼滤波建立自主导航算

法，仿真分析不同可观测度条件下自主导航系统

的状态估计精度．通过仿真结果验证提出的非线
性系统可观测分析方法的可行性．

１　非线性系统的可观测性
考虑如下非线性系统

Σ：
Ｘ＝ｆ（Ｘ），
ｚ＝ｈ（Ｘ）{ ．

式中：状态矢量Ｘ∈ＸｎＲｎ，观测矢量ｚ∈Ｒｍ；状
态方程ｆ和观测方程ｈ为Ｃ∞ 内光滑的解析函数．

由微分几何理论可知［１０］，ｈ沿 ｆ的各阶李导
数为

Ｌ０ｆｈ（Ｘ）＝ｈ（Ｘ），

Ｌｋｆｈ（Ｘ）＝
（Ｌｋ－１ｆ ｈ）
Ｘ

ｆ（Ｘ）{ ．

其中：ｋ＝１，２，…．同时，ｄＬｋｆｈ（Ｘ）定义如下：

ｄＬｋｆｈ（Ｘ）＝
（Ｌｋｆｈ）
Ｘ

，　ｋ＝０，１，２，…．

进而，可以得到研究非线性系统可观测性的一个

常用工具，即观测空间．系统 Σ的观测空间 Ｈ 是
由｛ｈ，Ｌｆｈ，…，Ｌ

ｋ
ｆｈ，…｝生成的线性空间，该空间

按如下方式定义了Σ的可观测性分布：
ｄＨ（Ｘ）＝ｓｐａｎ｛ｄＨ（Ｘ）｜Ｈ∈Ｈ｝．

　　对Ｘ０∈Ｘ
ｎ，如果ｄｉｍｄＨ（Ｘ０）＝ｎ，则称系

统Σ在 Ｘ０点满足可观测性秩条件．若对 Ｘ∈
Ｘｎ，Σ都满足可观测性秩条件，则称系统Σ满足可

观测性秩条件［１０］．
在观测空间 Ｈ 内，Ｈｎ ＝｛ｈ，Ｌｆｈ，…，Ｌ

ｎ－１
ｆ ｈ｝

是包含状态变量和观测变量在内的最小线性空

间，并且关于李导数是封闭的．对 Ｘ０∈ Ｘ
ｎ，如果

ｄＨｎ满足可观测性秩条件，则称系统Σ在Ｘ０点是
局部弱可观测的．对Ｘ∈Ｘｎ，如果ｄＨｎ都满足

可观测性秩条件，则称系统 Σ是局部弱可观测
的［１１］．

由 ｄＨｎ定义的非线性系统的可观测矩阵

Ｑ（Ｘ）可以表示为
Ｑ（Ｘ）＝［ｄＬ０ｆｈ（Ｘ）　ｄＬ

１
ｆｈ（Ｘ）ｄＬ

ｎ－１
ｆ ｈ（Ｘ）］

Ｔ．
　　局部弱可观测性在数学上强调了状态的局部
可区分性，而在实际中需要确定的状态对象往往

是带有局部区域限制的，因此，在可观测性分析中

强调局部这个限制并无必要［１２］．系统的可观测性
只能说明系统的状态是否能够从观测量来确定，

而无法反映估计性能的好坏．为描述系统状态估
计的精度，需要进一步研究系统的可观测度．

在矩阵理论中条件数定义为

ｃｏｎｄ（Ａ）＝σｍａｘ／σｍｉｎ．
式中：σｍａｘ和σｍｉｎ分别为矩阵的最大奇异值和最
小奇异值．可见，矩阵的条件数是一个大于或等于
１的正数，条件数越大，说明矩阵越接近于病态．
因此，利用矩阵的条件数可分析系统的可观测度．

基于上述分析，利用可观测矩阵 Ｑ（Ｘ）的条
件数定义的非线性系统的可观测度为

δ（Ｘ）＝σｍｉｎ（Ｑ）／σｍａｘ（Ｑ）．
　　由可观测度的定义可知，对Ｘ０∈Ｘ

ｎ有０≤
δ（Ｘ）≤１；当δ（Ｘ）＞０时有ｒａｎｋ（Ｑ（Ｘ））＝ｎ，即
系统 Σ是局部弱可观测的；当 δ（Ｘ）＝０时有
ｒａｎｋ（Ｑ（Ｘ））＜ｎ，即系统 Σ不是局部弱可观测
的，当然也就不是可观测的．可见，可观测度的定
义中还蕴含着系统是否可观测条件．

由上述分析知，可观测度依赖于系统的状态

模型和观测模型，与观测数据本身无关，故可作为

比较观测模型好坏的一个性能准则．显然，在应用
中应选择可观测度高的观测模型，以便获得高精

度的状态变量估计值．

２　深空自主导航系统的可观测性
２１　自主导航系统建模

在日心惯性坐标系下，深空探测器的轨道动

力学模型为

ｒ＝ｖ，

ｖ＝－μ
ｒ３
ｒ＋ａ{ ．
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式中：ｒ＝［ｘ， ｙ， ｚ］Ｔ和ｖ＝［ｘ， ｙ， ｚ］Ｔ分
别为探测器的位置和速度，且ｒ＝‖ｒ‖；μ为太阳
引力常数；ａ为行星引力、太阳光压等未建模的摄
动加速度矢量．

选取状态变量 Ｘ＝［ｒＴ， ｖＴ］Ｔ，根据轨道动
力学模型得到探测器的状态方程为

Ｘ＝ｆ（Ｘ）＋ｗ＝ ｖ　－μｘ
ｒ３
　－μｙ

ｒ３
　－μｚ

ｒ[ ]３
Ｔ

＋ｗ．

（１）
式中：ｗ为系统模型误差．

在深空探测任务中，可用于矢量观测的参考天

体主要有太阳、大行星及其卫星和已知星历的小行

星等，其中太阳是最稳定也是最重要的参考天体，

能提供丰富的光谱信息和电磁信号，直接将太阳信

息作为观测量能够简化导航系统的信息处理过

程［１３］．太阳视线矢量的观测模型如图１所示．
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图１　太阳视线矢量观测模型

　　图１中，ｒ为探测器在日心惯性坐标系下的位
置矢量，ｌ为系统观测的太阳视线矢量．太阳视线
矢量的观测模型为

ｌ＝－ｒ／ｒ．
　　考虑到视线矢量的观测误差，可得太阳矢量
的观测方程为

ｚ＝ｈ（Ｘ）＋ｖ＝－ｒ／ｒ＋ｖ． （２）
式中：ｖ为系统观测噪声，假设为零均值高斯白噪声．
２２　自主导航系统的可观测性

取深空探测器相对日心黄道惯性坐标系的轨

道参数为半长轴ａ＝２×１０８ｋｍ，偏心率ｅ＝０２５，
轨道倾角ｉ＝２３°，升交点赤经Ω＝１１６°，近日点
幅角ｗ＝１０８８９°，初始时刻真近角ｆ＝０°．

在计算过程中，由于轨道参数和观测量选取

不同的单位，会导致可观测矩阵不同元素在数值

上有很大的不同，从而无法正确分析导航系统的

可观测性，因此需要对轨道参数和观测量进行无

量纲化处理．
对于以太阳为中心天体的深空轨道，相应的距

离单位［Ｌ］、速度单位［Ｖ］和时间单位［Ｔ］分别取为
［Ｌ］＝１ＡＵ＝１４９５９７８７０×１０８　ｋｍ，

［Ｖ］＝ μｓ槡 ／Ｌ　ｋｍ／ｓ，
［Ｔ］＝［Ｌ］／［Ｖ］．

式中：μｓ为太阳引力常数．
无量纲化后的状态变量为

Ｘ′＝ｄｉａｇ（Ｌ－１，Ｌ－１，Ｌ－１，Ｖ－１，Ｖ－１，Ｖ－１）Ｘ．
进而，利用Ｘ′可直接得到无量纲化的观测量．
１）深空自主导航系统的可观测度．图２给出

了可观测度曲线．从图中可以看出，在近日点导
航系统的可观测度较低，而在远日点可观测度较

高．这是由于探测器在近日点飞行速度高，在飞越
相同的空间距离过程中，飞行时间短，其观测次数

少，故可观测度较低；而在远日点飞行速度低，在

飞越相同空间距离的过程中，飞行时间长，其观测

次数多，故可观测度较高．可见，对于同一量测系
统，使用的测量数据越多，可观测度越高，与参考

文献［４］中的结论一致．
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图２　深空自主导航系统可观测度曲线

　　２）半长轴对导航系统可观测性的影响．在
偏心率（ｅ＝０２５）和轨道倾角（ｉ＝２３°）保持不
变的前提下，图３给出了半长轴 ａ从１×１０８ｋｍ
到９×１０８ｋｍ变化过程中导航系统可观测度的变
化曲线，半长轴的变化步长为１×１０７ｋｍ．
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图３　半长轴对导航系统可观测性的影响

　　从图中可以看出，对于以太阳视线矢量为观
测量的导航系统中，轨道半长轴对系统可观测度

的影响比较明显．当半长轴较小时，导航系统在近
日点可观测度较低，在远日点可观测度较高；而当

半长轴较大时，导航系统在近日点可观测度较高，

在远日点可观测较低．
３）轨道倾角对导航系统可观测性的影响．

在半长轴（ａ＝２×１０８ｋｍ）和偏心率（ｅ＝０２５）
保持不变的前提下，图 ４给出了轨道倾角 ｉ从
０°～１００°变化过程中导航系统可观测度的变化曲
线，轨道倾角的变化步长为１０°．
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图４　轨道倾角对导航系统可观测性的影响

　　从图中可以看出，轨道倾角对基于太阳视线
矢量的导航系统的可观测度的影响并不明显．这
是因为轨道倾角只是改变探测器飞行轨道面在惯

性空间的指向，而并不影响轨道速度和对太阳视

线矢量的观测．
４）偏心率对导航系统可观测性的影响．在

半长轴（ａ＝２×１０８ｋｍ）和轨道倾角（ｉ＝２３°）保
持不变的前提下，图５给出了偏心率 ｅ从０１～
０９变化过程中导航系统可观测度的变化曲线，
偏心率的变化步长为０１．
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图５　偏心率对导航系统可观测性的影响

　　从图５中可以看出，偏心率的变化对以太阳
视线矢量为观测量的导航系统的可观测度的影响

比较复杂．为深入分析偏心率对系统可观测度的
影响，图６给出了不同偏心率下系统的可观测度
在二维坐标系内的变化曲线．
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图６　偏心率对导航系统可观测性的影响

　　从图６可以看出，当０＜ｅ＜０６时，基于太
阳视线矢量的导航系统在近日点可观测度较低，

在远日点可观测度较高；而当０６≤ｅ＜１时，系
统的可观测度变化曲线不再是简单的近正弦曲

线，而是在远日点的可观测度有所下降，并出现低

于相邻位置可观测度的现象．其原因在于，对于偏

心率较大的椭圆轨道，探测器在远日点附近时，相

邻几次对太阳视线矢量的观测容易产生视线重叠

现象，即观测到的太阳视线矢量不可分辨，从而使

得远日点的可观测度较低．
通过详细分析轨道参数对基于太阳视线矢量

的深空自主导航系统可观测性的影响可知，文中

提出的利用非线性系统可观测矩阵的条件数定义

的可观测度的方法是可行的，能够直观地反映出

不同圆锥轨迹下导航系统可观测性能的变化．在
具体的深空探测任务实施中，应选择可观测度高

的观测模型，以获得高精度的轨道参数估计结果．

３　仿真分析
为进一步验证导航系统可观测度与状态估计

精度之间的关系，结合非线性扩展卡尔曼滤波

（ＥＫＦ）算法，以太阳视线矢量为观测量，对不同可
观测度条件下的自主导航系统进行仿真分析．

基于太阳视线矢量的自主导航系统的状态方

程如式（１）所示，观测方程如式（２）所示，基于
ＥＫＦ自主导航算法的具体过程见参考文献［１４］．
在仿真分析中，以导航系统可观测性分析的轨道

参数作为标称轨道，详细仿真条件如下．
１）标称轨道参数：半长轴ａ＝２×１０８ｋｍ，偏

心率 ｅ＝０２５，轨道倾角 ｉ＝２３°，升交点赤经
Ω＝１１６°，近日点幅角 ｗ＝１０８８９°，初始时刻
真近角ｆ＝１０４４８°；
２）初始位置误差为６×１０５ｋｍ，速度误差为

００５ｋｍ／ｓ；系统模型误差阵为Ｑ＝１×１０－１５·Ｉ６×６；
３）太阳视线矢量测量误差为５×１０－５ｒａｄ；
４）采样时间间隔为１８００ｓ，仿真时间为１８×１０７ｓ．
由自主导航系统的可观测性分析结果可知，

初始轨道参数反向积分对应于可观测度较低的系

统（系统一），正向积分对应于可观测度较高的系

统（系统二）．在上述仿真条件下，图７～１０分别
给出了两种可观测度情况下导航系统的位置和速

度估计误差曲线，表１列出了仿真结束时刻的位
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图７　位置估计误差曲线（系统一）
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图８　速度估计误差曲线（系统一）
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图９　位置估计误差曲线（系统二）
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图１０　速度估计误差曲线（系统二）
表１　最终位置和速度估计误差

系统类型
位置／ｋｍ

ｘ ｙ ｚ

速度／（１０－５ｋｍ·ｓ－１）

ｖｘ ｖｙ ｖｚ

系统一 －２８７４１－２６９１３２１７５４ －５６５－４４６２０２

系统二 　７１．０９ －９６１８ ８４４５ 　１２３－２．３９０．９６

置和速度估计误差．
　　从仿真结果可以看出，对于可观测度较低的系
统一，其导航滤波过程收敛较慢，最终位置估计误

差在４５０ｋｍ以内，速度估计误差在７５×１０－５ｋｍ／ｓ
以内；对于可观测度较高的系统二，其导航滤波过

程收敛较快，且最终位置估计误差在１４７ｋｍ以内，
速度估计误差在２９×１０－５ｋｍ／ｓ以内．
　　可见，导航系统可观测度的高低直接反映了
观测模型对状态的估计性能，在应用中应选择可

观测度高的观测模型，甚至融合不同类型的观测

信息，以获得高精度的状态估计值．有关可观测性
的研究，能够为系统状态估计选择更合适的观测

模型提供理论依据．

４　结　论
从仿真结果可以看出，文中提出的可观测性

分析方法能够直观地反映出不同圆锥轨迹下深空

自主导航系统可观测性能的变化，相关结果和分

析方法可为导航系统观测模型的选取提供参考．
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