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半球谐振子动力学方程的建立及固有频率的计算

赵洪波，任顺清，李　巍
（哈尔滨工业大学 空间控制与惯性技术研究中心，哈尔滨 １５０００１，ｈ８４ｂ＠１６３．ｃｏｍ）

摘　要：为了建立半球谐振陀螺仪谐振子的动力学方程，由基希霍夫 －李雅夫假设分析了半球谐振子上任
一点的应变及应力，然后在谐振子上取一薄壳单元，对其进行受力分析，并考虑了三轴角速率和角加速度的

情况下引起的惯性力，建立了薄壳单元的平衡方程及薄壳的边缘运动方程，利用解微分方程的布勃诺夫－加
廖尔金法建立了谐振子的动力学方程，最后根据动力学方程求出了谐振子的固有频率．通过与各种计算固有
频率的方法的计算值以及实测值的比较，证明了本文推导的半球谐振子动力学方程和固有频率的正确性．
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　　半球谐振陀螺仪是一种哥氏振动陀螺仪，已
在卫星和宇宙飞船中得到广泛的应用［１－２］，其高

精度、长寿命特性使其在空间技术方面有广阔的

应用前景，国内从十一·五期间已开展了半球谐

振陀螺仪的研制工作．在理论与实际应用中半球
谐振子的固有频率是一个很重要的参数，特别是

在由于谐振子密度、厚度等的不均匀性造成的半

球谐振子频率裂解的分析中有重要的作用．文献
［３］通过有限元法计算了半球谐振陀螺仪谐振子
的固有频率，文献［４］给出了半球谐振陀螺仪谐
振子的固有频率的计算公式，但根据此公式编程

计算的值与实测的固有频率相差太大．因此本文
经过一系列的推导，建立了与文献［４］不同的动
力学方程，给出了固有频率的计算方法，并结合某

半球谐振陀螺仪的具体参数给出了计算的固有频

率，这个频率与实测结果相近．再取文献［３］的一
组半球谐振陀螺仪的基本参数，按照本文的方法

进行计算并和文献［３］的结果比较，证明了本文
方法的正确性．



１　半球谐振子动力学方程
１１　半球谐振子任意点的应变方程

如图１所示，半球壳谐振子中曲面一点的矢
径为 Ｒ，Ｒ在坐标系 Ｏ －ＸＹＺ下的分量为
Ｒｓｉｎαｃｏｓβ，Ｒｓｉｎαｓｉｎβ，Ｒｃｏｓα（其中 Ｒ为矢量
Ｒ的模）．把经线和纬线作为坐标曲线 α，β，它们
的切线单位矢量ｅ１，ｅ２和法线单位矢量ｅ３组成一
个右手局部坐标系．假设半球壳的中曲面任一点
在局部坐标系的位移为Ｍ ＝ｕｅ１＋ｖｅ２＋ｗｅ３，法线
方向上和此点距离为 Ｚ的一点的位移为 ＭＺ ＝
ｕｚｅ１＋ｖｚｅ２＋ｗｚｅ３，假设变形后坐标系变为ｅ′１，ｅ′２，
ｅ′３，以θ表示在ｅ１和ｅ３确定的平面内，ｅ３向ｅ１的
转角；φ表示ｅ２和ｅ３确定的平面内，ｅ３向ｅ２的转
角；ｗ１和ｗ２分别表示在切平面内，ｅ１向ｅ２，ｅ２向
ｅ１的转角．Ｒ为中曲面内一点变形前的矢径，Ｐ为
同一点变形后的矢径，在局部坐标系下表示为

Ｐ＝Ｒ＋Ｍ ＝ｕｅ１＋ｖｅ２＋（Ｒ＋ｗ）ｅ３．
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图１　半球薄壳一点的位移，变形及局部坐标系

　　基于基希霍夫 －李亚夫假设，即薄壳变形前
任何垂直于壳体中间表面的直线在变形后依然垂

直于这一表面；沿壳体厚度的法线段的长度在变

形过程中保持常值；在相邻的平行于中间表面的

薄壳层表面间产生的法向应力与应力张量的其它

分量相比是小量，可以忽略不计．再根据板壳理
论、曲面论的知识和几何关系，得到半球谐振子中

距离中曲面为Ｚ的任一点的应变方程［５］为

εｚα ＝
１
Ｒ ｗ＋

ｕ
[ α
＋ＺＲ

ｕ
α
－

２ｗ
２( ) ]α １－( )ＺＲ ；

εｚβ ＝
１
Ｒ ｕｃｏｔα＋

１
ｓｉｎα

ｖ
β
＋ｗ＋Ｚθｃｏｔα( ＋

　　　１
Ｚ
１
ｓｉｎα

φ
 )β １－( )ＺＲ ；

γｚαβ ＝ｗ１＋ｗ２ ＝
１
Ｒ －ｖｃｏｔα＋ １

ｓｉｎα
ｕ
β
＋ｖ
( )α















 ．

（１）
其中：εｚα，ε

ｚ
β为沿ｅ１，ｅ２方向的应变，γ

ｚ
αβ为切应变，

ｕ，ｖ，ｗ为半球壳中曲线上一点的位移在 ｅ１，ｅ２，ｅ３
方向的投影．

１２　半球薄壳单元平衡方程
薄壳单元的应力分析如图２所示，可求出沿

中曲面为单位宽度的面积上的内力．
在以 α，β为法线的截面上，正应力分别为

σα，σβ，切应力为ταβ，ταｚ，τβα，τβｚ．
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图２　薄壳单元应力图

　　 图３为薄壳微元受力分析图，其中 Ｎ１，Ｓ１，
Ｑ１，Ｎ２，Ｓ２，Ｑ２为沿中曲面为单位宽度的面积上的
内力，Ｍ１，Ｍ２，Ｍ１２，Ｍ２１为沿中曲面为单位宽度的
面积上的力矩，ｑ１，ｑ２，ｑ３分别是外力沿坐标系方
向的投影，χ为扭率．根据面素的平衡条件建立力
平衡方程，再求出其力矩平衡方程，从而得到半球

薄壳单元平衡方程，如式（２）～（４）所示．
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（ａ）力分析图
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（ｂ）力矩分析图

图３　薄壳微元受力图

　　 －ｑ１Ｒ＝（Ｎ１－Ｎ２）ｃｏｔα＋
Ｎ１
α
＋ １
ｓｉｎα

Ｓ２
β
＋

　　　 １Ｒ
Ｍ１
α
＋
Ｍ１－Ｍ２
Ｒ ｃｏｔα＋ １

Ｒｓｉｎα
Ｍ２１
β
，

（２）

－ｑ２Ｒ＝
１
Ｒ
Ｍ１２
α
＋
２Ｍ１２
Ｒ ｃｏｔα＋

１
Ｒｓｉｎα

Ｍ２
β
＋

　　　（Ｓ１＋Ｓ２）ｃｏｔα＋
Ｓ１
α
＋ １
ｓｉｎα

Ｎ２
β
， （３）
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－ｑ３Ｒ＝
１
Ｒ
２Ｍ１
α２
＋ １
Ｒｓｉｎ２α

２Ｍ２
β２
＋２Ｒ
Ｍ１
α
ｃｏｔα－

　　　 １
Ｒ
Ｍ２
α
ｃｏｔα＋ ２

Ｒｓｉｎα
２Ｍ２１
αβ

＋ ２
Ｒｓｉｎα

Ｍ１２
β
ｃｏｔα－

　　　
Ｍ１－Ｍ２
Ｒ －（Ｎ１＋Ｎ２）． （４）

其中：

Ｎ１ ＝
Ｅｈ
１－γ２

（εα＋γεβ），

Ｓ１ ＝
Ｅｈ

２（１＋γ）γαβ
，

Ｍ１＝∫
ｈ
２

－ｈ２

Ｅ
１－γ２

［εα＋γεβ＋（ｋ１＋ｋ２γ）Ｚ］Ｚ１＋( )ＺＲｄＺ＝
Ｅｈ３

１２（１－γ２）ｋ１＋γｋ２＋
εα＋γεβ( )Ｒ

，

Ｍ１２ ＝∫
ｈ
２

－ｈ２

Ｅ
２（１＋γ）

（γαβ ＋２Ｚχ）Ｚ＋
Ｚ２( )Ｒ ｄＺ＝

Ｅｈ３
２４（１＋γ）２χ＋

γαβ( )Ｒ ．
Ｎ２ ＝

Ｅｈ
１－γ２

（εβ＋γεα），

Ｓ２ ＝
Ｅｈ

２（１＋γ）γαβ
，

Ｍ２ ＝
Ｅｈ３

１２（１－γ２）ｋ２＋γｋ１＋
εβ＋γεα( )Ｒ

，

Ｍ２１ ＝
Ｅｈ３

２４（１＋γ）２χ＋
γαβ( )Ｒ ．

　　以下力平衡和力矩平衡方程的推导，可参照
文献［６］．
１３　半球谐振子二阶固有振型的动力学方程

在前面提到的半球薄壳单元平衡方程的推导

过程中，在谐振的外力中必须考虑谐振子在惯性

空间以角速度 Ωｘ Ωｙ Ω[ ]ｚ
Ｔ运动时的惯性力．

根据哥氏定理计算得到谐振子的惯性力［Ｘ Ｙ Ｚ］Ｔ，

并在α＝π２时得

Ｘ＝－ρｈａα，　Ｙ＝－ρｈａβ，　Ｚ＝－ρｈａｚ．
其中：ρ为谐振子的材料密度
　　ａα ＝ｕ̈＋（Ｒ＋ｗ）（－Ωｘｓｉｎβ＋Ωｙｃｏｓβ）－

ｖ（Ωｘｃｏｓβ＋Ωｙｓｉｎβ）＋２ｗ（－Ωｘｓｉｎβ＋
Ωｙｃｏｓβ）－２ｖ（Ωｘｃｏｓβ＋Ωｙｓｉｎβ）＋
ｖΩｚ（Ωｘｓｉｎβ－Ωｙｃｏｓβ）－ｕ（Ω

２
ｘ＋Ω

２
ｙ）－

ｗΩｚ（Ωｘｃｏｓβ＋Ωｙｓｉｎβ），
ａβ＝ｖ̈＋ｕ（Ωｘｃｏｓβ＋Ωｙｓｉｎβ）＋Ωｚ（Ｒ＋ｗ）＋

２ｕ（Ωｘｃｏｓβ ＋Ωｙｓｉｎβ） ＋２ｗΩｚ ＋
ｕΩｚ（Ωｘｓｉｎβ－Ωｙｃｏｓβ） －ｖ［Ω

２
ｚ ＋

（Ωｘｃｏｓβ＋Ωｙｓｉｎβ）
２］＋（Ｒ＋ｗ）（－Ω２ｘ＋

Ω２ｙ）ｓｉｎβｃｏｓβ＋ｗΩｘΩｙ（ｃｏｓ
２β－ｓｉｎ２β），

ａｚ＝ｗ̈－ｖΩｚ＋ｕ（Ωｘｓｉｎβ－Ωｙｃｏｓβ）－２ｖΩｚ＋
２ｕ（Ωｘｓｉｎβ－Ωｙｃｏｓβ）－ｕΩｚ（Ωｘｃｏｓβ＋
Ωｙｓｉｎβ）＋ｖ（－Ωｘｓｉｎβ＋Ωｙｃｏｓβ）（Ωｘｃｏｓβ＋
Ωｙｓｉｎβ）－（Ｒ＋ｗ）（Ω

２
Ｚ ＋Ω

２
ｘｓｉｎ

２β＋
Ω２ｙｃｏｓ

２β）＋２ｗΩｘΩｙｓｉｎβｃｏｓβ．
得到以角速率旋转并处于外分布载荷作用下

的半球谐振子边缘的运动方程为

　 Ｈ１
Ｒ＋
Ｄ１
Ｒ( )３ ２ｕβ２＋ Ｈ

Ｒ＋
Ｄ
Ｒ( )３ 

２ｕ
α２
＋ Ｈ
Ｒγ＋

Ｈ１
Ｒ( ＋

　　　　Ｄγ＋Ｄ１
Ｒ )３

２ｖ
αβ

＋ Ｈ
Ｒ（１＋γ）＋

Ｄ
Ｒ３[ ]γｗα－

　　　　 
α
２ｗ
α２
＋γ

２ｗ
β( )２ ＤＲ３－ＨＲγｕ－ＤＲ３γｕ－

　　　　　２
Ｄ１
Ｒ３
３ｗ
αβ２

＋Ｒｑ１－Ｘ＝０． （５）

　 Ｄ１
Ｒ３
＋Ｄ
Ｒ３
γ＋
Ｈ１
Ｒ＋γ

Ｈ( )Ｒ ２ｕ
αβ

＋ Ｄ
Ｒ３
＋Ｈ( )Ｒ 

２ｖ
β２
＋

　　　　 Ｄ１
Ｒ３
＋
Ｈ１( )Ｒ 

２ｖ
α２
＋ －

２Ｄ１
Ｒ３
＋ＨＲ（１＋γ( )）ｗβ－

　　　　
２Ｄ１
Ｒ３
３ｗ
α２β

－Ｄ
Ｒ３

β
２ｗ
β２
＋γ

２ｗ
α( )２ ＋

　　　　 Ｈ１
Ｒ＋

Ｄ１
Ｒ( )３ ｖ－Ｙ＋ｑ２Ｒ＝０． （６）

　 － ２Ｄ
Ｒ３
γ＋ＨＲ（１＋γ[ ]）ｕα＋

２Ｄ１
Ｒ３
３ｕ
αβ２

＋

　　　 Ｄ
Ｒ３
γ＋
２Ｄ１
Ｒ３
＋Ｄ
Ｒ３
（１－γ）－ＨＲ（１＋γ[ ]）ｖβ＋

　　　 
βγ

Ｄ
Ｒ３
２ｖ
α２
＋
２Ｄ１
Ｒ３
２ｖ
α２
＋Ｄ
Ｒ３
２ｖ
β( )２ －２ＨＲ（１＋γ）ｗ－

　　　 Ｄ
Ｒ３
４ｗ
α４
＋
４ｗ
β４
＋γ

４ｗ
α２β( )２ ＋４Ｄ１Ｒ３ －

４ｗ
α２β２

－
２ｗ
β( )２ ＋

　　　 Ｄ
Ｒ３
２γ

２ｗ
α２
－γ

２ｗ
β２
－γ

３ｗ
αβ２

＋
３ｕ
α３
＋γ

３ｕ
αβ( )２ ＋

　　　 Ｄ
Ｒ３
（１－γ）－

２ｗ
β２
＋
２ｗ
α２
－ｕ
( )α． （７）

式 中： Ｈ ＝ Ｅｈ
１－γ２

；Ｈ１ ＝ Ｅｈ
２（１＋γ）

；Ｄ ＝

Ｅｈ３

１２（１－γ２）
；Ｄ１ ＝

Ｅｈ３
２４（１＋γ）

，Ｅ为杨氏模量，ｈ为

半球谐振子的厚度，γ为谐振子的材料泊松比．式
（５）～（７）可作为半球谐振子动力学方程的边界
条件．

（注：公式（５）中第二项 Ｈ
Ｒ＋

Ｄ
Ｒ( )３ 

２ｕ
α２
与文献

［４］中的不同，文献［４］中为 Ｈ
Ｒ＋

Ｄ
Ｒ( )３ 

２ｕ
β２
，－
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α
２ｗ
α２
＋γ

２ｗ
β( )２ ＤＲ３项也与文献［４］中的不同，文

献［４］为 －
α
２ｗ
α２
＋

２ｗ
β( )２ ＤＲ３，少乘γ，公式（６）和

（７）也增加了一些项，文献［７］［８］对这个不正确
的结果直接进行了引用．）

将谐振子各点的位移按不可拉伸薄壳的二阶

固有振型展开得









ｕ
ｖ
ｗ
＝
Ｕ（α）ｃｏｓ２β
Ｖ（α）ｓｉｎ２β
Ｗ（α）ｃｏｓ２







β

ｍ（ｔ）＋
　Ｕ（α）ｓｉｎ２β
－Ｖ（α）ｃｏｓ２β
　Ｗ（α）ｓｉｎ２







β

ｎ（ｔ）．

（８）
式中：

Ｕ（α）＝Ｖ（α）＝ｓｉｎαｔａｎ２ α( )２ ，
Ｗ（α）＝－（２＋ｃｏｓα）ｔａｎ２ α( )２ ．

Ｕ（α），Ｖ（α），Ｗ（α）为半球薄壳二阶固有振型
振动的瑞利函数，则半球谐振子边缘某点的位移

方程为

　Ｍ＝［Ｕ（α）ｃｏｓ２βｅ１＋Ｖ（α）ｓｉｎ２βｅ２＋Ｗ（α）ｃｏｓ２βｅ３］ｍ（ｔ）＋
［Ｕ（α）ｓｉｎ２βｅ１－Ｖ（α）ｃｏｓ２βｅ２＋Ｗ（α）ｓｉｎ２βｅ３］ｎ（ｔ）＝
φ１（ｘ）ｍ（ｔ）＋φ２（ｘ）ｎ（ｔ）．
用Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ分别表示式（５）～（７）的左边，

则半球谐振子边缘的运动方程Ｌ可表示为
Ｌ＝Ａｘｅ１＋Ａｙｅ２＋Ａｚｅ３ ＝０．

将式（８）代入式（５）～（７）并利用布勃诺夫 －
加廖尔金法［４］得


Ｖ

Ｌ·φ１ｄｘｄｙｄｚ＝０，


Ｖ

Ｌ·φ２ｄｘｄｙｄｚ＝０
{ ．

其中Ｖ为半球壳区域，化为球坐标

∫
Ｒ＋ｈ２

Ｒ－ｈ２
∫
２π

０∫
π
２

０
Ｌ·φ１ｒ

２ｓｉｎαｄαｄβｄｒ＝０，

∫
Ｒ＋ｈ２

Ｒ－ｈ２
∫
２π

０∫
π
２

０
Ｌ·φ２ｒ

２ｓｉｎαｄαｄβｄｒ＝０{
，

化简得

∫
２π

０∫
π
２

０
［ＡｘＵ（α）ｃｏｓ２β＋ＡｙＶ（α）ｓｉｎ２β＋

　ＡｚＷ（α）ｃｏｓ２β］ｓｉｎαｄαｄβ＝０，

∫
２π

０∫
π
２

０
［ＡｘＵ（α）ｓｉｎ２β－ＡｙＶ（α）ｃｏｓ２β＋

　ＡｚＷ（α）ｓｉｎ２β］ｓｉｎαｄαｄβ＝０













．

（９）

进行积分运算，可得动力学方程为

ｍ０ｍ̈－２Ωｚｂｎ＋（ｃ０＋ｄ＋ｅ）ｍ－ａｎ＋ｆ（Ω
２
ｘ－

　　Ω２ｙ）＝０，

ｍ０ｎ̈＋２Ωｚｂｍ＋（ｃ０＋ｄ＋ｅ）ｎ＋ａｍ＝０
{

．

（１０）
其中：

ｍ０ ＝－ρｈＲ
２∫

π
２

０
（Ｕ２＋Ｖ２＋Ｗ２）ｓｉｎαｄα，

ｂ＝２ρｈＲ２∫
π
２

０
ＶＷｓｉｎαｄα，

　ｃ０ ＝∫
π
２

０
Ｕ２ －４Ｈ１－４

Ｄ１
Ｒ２
－Ｈγ－Ｄ

Ｒ２( ){ γ＋

Ｕ″ＵＨ＋Ｄ
Ｒ( )２ ＋２Ｖ′ＵＨγ＋Ｈ１＋Ｄγ＋Ｄ１Ｒ( )２

＋

Ｗ′ＵＨ（１＋γ）＋５γＤ
Ｒ２
＋８
Ｄ１
Ｒ[ ]２ －ＷＵ ＤＲ２ －

２Ｕ′ＶＤ１
Ｒ２
＋Ｄ
Ｒ２
γ＋Ｈ１＋γ( )Ｈ＋Ｖ２ Ｈ１＋Ｄ１Ｒ２( －

４Ｄ
Ｒ２
－４ )Ｈ＋Ｖ″ＶＤ１Ｒ２＋Ｈ( )１ －ＷＶ－８Ｄ１Ｒ２[ ＋

１４Ｄ
Ｒ２
＋４Ｈ（１＋γ ]）＋Ｗ″Ｖ４Ｄ１Ｒ２ ＋２γ

Ｄ
Ｒ( )２ ＋

Ｕ′Ｗ －Ｄ
Ｒ２
（５γ＋１）－Ｈ（１＋γ）－

８Ｄ１
Ｒ[ ]２ ＋

ＵＷＤ
Ｒ２
＋Ｖ″Ｗ２γＤ

Ｒ２
＋
４Ｄ１
Ｒ( )２ ＋Ｗ２ －[ ２Ｈ（１＋

γ） － Ｄ
Ｒ２
（１２ － ４γ） ＋ １６Ｄ１

Ｒ ]２ ＋

Ｗ″Ｗ Ｄ
Ｒ２
（９γ＋１）＋

１６Ｄ１
Ｒ[ ]２

－

Ｄ
Ｒ２
Ｗ（４） }Ｗ ｓｉｎαｄα，

ａ＝ρｈＲ２２Ωｚ∫
π
２

０
ＶＷｓｉｎαｄα，

ｄ＝ρｈＲ２Ω２ｚ∫
π
２

０
（Ｖ２＋Ｗ２）ｓｉｎαｄα，

ｅ＝ρｈＲ２（Ω２ｘ＋Ω
２
ｙ）∫

π
２

０
Ｕ２＋１２Ｖ

２＋１２Ｗ( )２ ｓｉｎαｄα，

ｆ＝１２ρｈＲ
３∫

π
２

０
（Ｖ－Ｗ）ｓｉｎαｄα．

其中ｃ０与文献［４］中的计算结果不同，增加了很
多项，使谐振子的动力学方程更加精确，为进行半

球谐振子运动机理分析及其质量，密度，厚度，杨

氏模量等的不均匀性的误差分析打下基础．
下面与中电集团二十六所研制的半球谐振陀

螺仪的实际参数进行计算比较．
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２　固有频率的计算及比较
根据式（１０）可知固有频率ω０的计算公式为

ω０ ＝
ｃ０＋ｄ＋ｅ
ｍ槡 ０

． （１１）

由 Ｕ（α）＝Ｖ（α）＝ｓｉｎαｔａｎ２（α／２），Ｗ（α）＝－
（２＋ｃｏｓα）ｔａｎ２（α／２），对它们求取关于α的各阶导
数Ｕ′（α），Ｕ″（α），Ｕ（α）及Ｗ′（α），Ｗ″（α），Ｗ（α），
Ｗ（４）（α），然后代入ｃ０，ｄ，ｅ和ｍ０的公式中得
　ｃ０ ＝（－０１８８３γ－００３５５）Ｈ＋０１５２８Ｈ１＋

（２０３１γ－１５８８）Ｄ
Ｒ２
＋（４１１０）

Ｄ１
Ｒ２
．

ｄ＝１３１７７ρｈＲ２Ω２ｚ，
ｅ＝０８７０７ρｈＲ２（Ω２ｘ＋Ω

２
ｙ），

ｍ０ ＝－１５２９５ρｈＲ
２．

目前国内生产谐振子的材料为熔融石英，其

密度ρ＝２２００（ｋｇ·ｍ－３），杨氏模量Ｅ＝７６７×
１０１０（Ｎ·ｍ－２），泊松比 γ＝０１７，它的几何参数
为中曲面半径 Ｒ＝００１５ｍ，厚度 ｈ＝０８５×
１０－３ｍ，将以上各值带入式（１１）得：
ω０ ＝（－２２５７０×１０

５＋５５４４５×１０－４×Ω２ｚ＋
３６６３６×１０－４（Ω２ｘ ＋Ω

２
ｙ）／－６４３５８×

１０－４）１／２≈ －２２５７０×１０５

－６４３５８×１０－槡 ４ ＝１８７２７

ｒａｄ·ｓ－１ ＝２９８０５Ｈｚ．
　　这与实际测量结果是一致的．而按照文献［４］
给定的公式，计算结果为ω０＝１０９５０Ｈｚ，与实际不
符．

文献［３］给定的参数为ρ＝２５００（ｋｇ·ｍ－３），
γ＝０１７，ｈ＝１０－３ｍ，Ｒ＝００１４５ｍ，Ｅ＝７６７×
１０１０（Ｎ·ｍ－２），按照本文的方法计算得 ω０ ＝
２６２３６Ｈｚ，半球壳支柱的长度和半径对固有频
率影响较大［３］，故考虑支柱的影响后文献［３］计
算结果为ω０ ＝３６４０Ｈｚ，与本文的按完整半球壳
计算的固有频率有一定的差别．按照文献［４］计
算得ω０ ＝１０６２２Ｈｚ，此结果与实际严重不符，是
不正确的．

３　结　论
１）在建立半球谐振子的应变方程，力平衡方

程的基础上得到了半球谐振子的动力学方程，比

文献［４］中的动力学方程更加准确；

２）通过与有限元法计算的固有频率比较，证
明了本文固有频率的计算公式的正确性；

３）通过实际的半球谐振陀螺仪的参数计算
并与实际结果比较，证明了本文固有频率的计算

公式及结果的正确性；

４）建立的半球谐振子动力学方程是今后半
球谐振子的质量，密度，厚度，杨氏模量等的不均

匀性的误差分析的基础．
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