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月面返回最优轨道设计

李罗刚，崔祜涛，马春飞，毛春晓，荆武兴
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摘　要：针对航天器月面返回问题，综合考虑月球自转，科里奥利力的影响，建立航天器在月球三维空间中
较精确的动力学模型．以燃耗最优为指标，利用ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ极大值原理，得到航天器在月面返回动力上升段发
动机推力方向的最优开环控制率．考虑终点位置和速度约束求解，最终求得可行的月面返回最优轨道．对今
后的月球探测任务有一定的应用价值．
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　　随着我国嫦娥探月计划三步走“绕、落、回”
的顺利实施．月面返回技术成为我国月球探测计
划必须先期解决的问题．在我国，目前对月球探测
器软着陆最优轨道设计的工作比较多［１－３］，但对

月面返回最优轨道设计还是一片空白．而在国外，
早在上个世纪６０到７０年代的阿波罗登月计划
中，就已经成功将航天员送上月球并返回，在这个

领域取得一定的成果［４－５］．但是受限于当时控制
理论限制，月面返回的控制方案还有待于进一步

完善．当第二次月球探测高潮来临时，部分国外学
者对这方面做了更深入的研究［６－９］．大量的研究
表明，对于共轭变量初值求解，一般除了特殊系统

外，不可能求出最优控制的明确解析表达式，需要

借助数值计算方法进行大量的迭代计算．求解的

方法有很多，其中，打靶法由于其各种优点应用较

多．但是，应用打靶法求解时需要首先猜测未知状
态变量的初值，一旦猜测偏差过大，计算过程会陷

入局部极值点或发散，在月球软着陆最优轨道的

研究中已经有了一些可参考的成果．本文首先对
有物理意义的量的初值进行猜测，通过解方程对

共轭变量初值进行估计，辅助共轭变量初值的计

算，用打靶法经迭代计算得到初始共轭变量的真

值，然后将状态方程进行积分求得最优开环控

制率．

１　动力学模型
探测器在进行月面返回时，直接进入一条

１００ｋｍ高度的圆轨道．这里尝试在三维空间中综
合考虑月球自传、科里奥利力的影响，建立较为精

确的动力学模型．
目前已发表的文献中探测器的动力学模型大

多都是采用二维模型，即假设月球探测器在一个



固定的铅锤面内运动，没有考虑侧向运动，而且所

采用的模型都是在忽略月球自转的基础上得到

的［１－２］．由于在状态方程中必须利用位移矢量分
量、速度矢量分量共６个状态变量实时表示从轨
道坐标系到惯性坐标系转换所使用的欧拉角，如

果采用普通的三次欧拉角旋转，欧拉角表示将会

十分繁琐．文献［３］通过对坐标系巧妙的定义，使
欧拉角化简到两个，实现了实时计算，但这样就把

其探测器软着陆的初始轨道和终端位置都限定到

白道面上，有一定局限性．
本文采用以初始轨道平面确定月心惯性坐标

系的思想，即通过初始轨道平面在月球惯性空间

中定义惯性坐标系的坐标轴，轨道坐标系的竖轴

和惯性坐标系的两个坐标轴共面，使欧拉角转化

为两个，即方便了计算，也使动力学模型没有局

限性．
Ｏｘ１ｙ１ｚ１为轨道坐标系，原点在航天器，Ｏｙ１指

向从月心到航天器的延伸线方向，Ｏｚ１延垂直于
轨道平面方向，Ｏｘ１按右手坐标系规则定义．由于
燃料的最优要求初始发射点在目标轨道平面内，

即整个过程中，Ｏｚ１轴方向在月球惯性空间内保
持不变．所以定义 Ｏｘｙｚ为月心惯性坐标系，原点
在月心，Ｏｘｙ平面为月球赤道面，Ｏｚ轴指向月球
北极，Ｏｙ轴延赤道面和Ｏｚｚ１平面交线，Ｏｘ轴按右
手系确定．Ｏｘ２ｙ２ｚ２为月球固连坐标系，原点在月
心，Ｏｘ２ｙ２平面为月球赤道面，Ｏｘ２轴指向初始时
刻Ｏｘ轴与月面的交点，Ｏｚ２轴指向月球北极与Ｏｚ
轴重合，Ｏｙ２轴按右手系确定．这样就使Ｏｚ轴、Ｏｚ１
轴、Ｏｙ轴 ３个坐标轴处于同一平面上，如图 １
所示．
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图１　坐标系示意图

　　发动机推力 Ｆ的方向与探测器纵轴重合，θ
是推力方向和Ｏｙ１的夹角．α是Ｏｘ１和Ｏｘ夹角，β
是Ｏｚ１和Ｏｚ的夹角．γ为月固坐标系相对于惯性
坐标系的转角．

因此，轨道坐标系到惯性坐标系的转换矩阵

可表示为

Ａ＝
ｃｏｓαｃｏｓβ －ｓｉｎαｃｏｓβ ｓｉｎβ
ｓｉｎα ｃｏｓα ０

－ｃｏｓαｓｉｎβ ｓｉｎαｓｉｎβ ｃｏｓ







β

．

惯性坐标系到月固坐标系的转换矩阵可表

示为

Ｂ＝
ｃｏｓγ ｓｉｎγ ０
－ｓｉｎγ　 ｃｏｓγ ０
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　　根据牛顿第二定律，得到探测器在惯性坐标
系中的运动方程为
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其中Ｖｘ，Ｖｙ，Ｖｚ为惯性坐标系中探测器的速度矢量
分量；Ｐ为探测器发动机的秒耗量；Ｅ为它的比
冲；ｍ为探测器质量，ｍ＝ｍｏ－Ｐｔ；ｇ为月球引力
加速度．又由科里奥利加速度定理有

ａｃ＝２ω×Ｖｒ．
因此，航天器上升段在月球固连坐标系中的运动

方程为
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其中ω为月球自转速度；Ｖｘｌ，Ｖｙｌ，Ｖｚｌ是航天器在月
球固连坐标系中的速度．

２　燃料最优控制率设计
当达到预定轨道时，所剩质量最大，也就是消

耗质量最小，即燃料最优，表达式如下：

Ｊ＝∫
ｔ

０
ｍｄｔ→ｍｉｎ．

　　在动力上升段，当发动机推力恒定时，发动机
的燃料消耗率就已经确定，因此性能指标就变为

飞行时间最小，飞行时间越小，燃料消耗也就越

少，即

Ｊ＝ｔｆ→ｍｉｎ．
取系统状态变量为

Ｘ＝［Ｖｘｌ Ｖｙｌ Ｖｚｌ ｘｌ ｙｌ ｚｌ］Ｔ．
其中ｘｌ，ｙｌ，ｚｌ为月球固连坐标系中的坐标．系统状
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态方程表示如下：
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．
其中：θ是控制变量，μ是月球万有引力常数；ａｉｊ
（ｉ，ｊ＝１，２，３）定义如下：

ＢＡ＝
ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ











３３

．

取共轭变量为

λ＝（λ１，λ２，λ３，λ４，λ５，λ６）．
构造汉密尔顿函数如下：

Ｈ＝λ１（ｆ１）＋λ２（ｆ２）＋λ３（ｆ３）＋λ４（ｆ４）＋
λ５（ｆ５）＋λ６（ｆ６）．

　　燃料最优就是要找到一组容许的控制，调整
推力的方向，使探测器飞行时间最小．根据极大值
原理，设控制量取值范围不受限，得到极值条件

Ｈ
ｕ
＝０．

　　因此，所得到的最优控制率为

θ＝ａｒｃｔａｎａ１１λ１＋ａ２１λ２＋ａ３１λ３
ａ１２λ１＋ａ２２λ２＋ａ３３λ

( )
３

．

　　共轭方程为

λ＝－Ｈｘ
．

３　终端约束
月面返回动力上升段初始条件静止，各个状

态变量都为零．终端条件是要使之进入指定环月
轨道，终端时刻 ｔｆ自由．需要满足一定的终端条
件：１）速度向量达到一定约束条件．２）位移向量
达到一定约束条件．３）速度向量与位移向量方向
垂直．４）速度向量和位移向量都在预定轨道平面
内．因此得到的终端约束集为

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ＝Ｓ，
Ｖ２ｘ＋Ｖ

２
ｙ＋Ｖ

２
ｚ ＝Ｖ，

Ｖｘｘ＋Ｖｙｙ＋Ｖｚｚ＝０，

ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ＝０，
ａＶｘ＋ｂＶｙ＋ｃＶｚ＝０













．
横截条件为

λ（ｔ１）＝ ψ
( )ｘ

Ｔ

ξ．

其中ξ是拉格朗日乘子，将最优控制率带入状态
方程和共轭方程，利用初始条件进行积分，即可得

到月面返回最优轨迹，此时最优轨道的求解就转

化成两点边值问题的求解．注意：终端约束集中，
速度、位移各个分量都是指在惯性坐标系中，进行

计算时要通过惯性坐标系和月球固连坐标系转换

矩阵转换．

４　最优控制问题求解
选取动力返回时终端指标函数

　Τ＝ｋ１｜ｘ
２＋ｙ２＋ｚ２－Ｓ｜＋ｋ２｜Ｖ

２
ｘ＋Ｖ

２
ｙ＋Ｖ

２
ｚ－

Ｖ｜＋ｋ３｜Ｖｘｘ＋Ｖｙｙ＋Ｖｚｚ｜＋ｋ４｜ａｘ＋ｂｙ＋
ｃｚ｜＋ｋ５｜ａＶｘ＋ｂＶｙ＋ｃＶｚ｜．

其中ｋｎ（ｎ＝１，２，…，５）为加权系数．根据初始时
刻推力方向垂直向下，即θ＝０，可得到λ１λ２λ３初
始值对应比例关系，大大方便了计算．利用ｍａｔｌａｂ
编程，以共轭变量为参数，通过优化λ极小值终端
目标，最终得到一组满足终端约束条件的共轭变

量初值．用求得的共轭变量初值和系统状态变量
初值进行积分，即可得到一条月面返回最优轨迹．

５　算例及仿真结果
设探测器初始质量为６０００ｋｇ，定常推力发

动机推力１５０００Ｎ，比冲３０００ｍ／ｓ，初始速度为
０，航天器初始位置北纬６°，东经２６°．并设目标轨
道是一条１００ｋｍ高的圆形环月停泊轨道．另外，
初始时刻，γ＝０，α，β通过状态变量的值进行实
时计算．可求得共轭变量初值如下：

λ１ ＝－０４１０３２４０，λ２ ＝１０００００００，
λ３ ＝４３０２４５１３，λ４ ＝－００００５３２０，
λ５ ＝００００１２１４，λ６ ＝０００３０１５２．
经过仿真计算，求得推力方向角度、终端约束

指标、质量随时间的变化曲线，如图２所示．
　　由于月球是逆时针旋转的，可以看到推力方
向角由零开始逐渐负向减小．也就是说，探测器沿
月球自转方向顺行发射．终端约束指标在 ８５０ｓ
左右时达到极小值，几乎为零，也就是进入了预定

轨道．最终消耗掉探测器一多半质量燃料，得到最
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优轨迹如图３所示．
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图２　最优控制率及终端约束指标
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图３　月面返回动力上升段最优轨迹

　　最终得到的最优轨道终端参数分别为
Ｖ（ｔｆ）＝１６３１ｍ／ｓ，
Ｒ（ｔｆ）＝１８３８ｋｍ，

ｍ（ｔｆ）＝１７５０ｋｇ，ｔｆ＝８５１ｓ．

６　结　论
在月球探测器月面返回问题研究中，综合考

虑月球自转，科里奥利力的影响，建立探测器在三

维空间中的较精确动力学模型．利用 Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ
极大值原理，基于燃耗最优的原则，设计月面返回

最优控制律．在数值计算中，采用打靶法，以共轭
变量初值为参数，以月面返回动力上升段终端状

态为优化指标，综合考虑位置和速度约束，通过参

数优化，得到了满足终端约束的一组共轭变量初

值，同时得到了探测器月面返回的最优轨迹，可以

较高精度的实现探测器月面返回，对于我国探月

三期工程具有实际工程应用参考价值．
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