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摘　要：为实现对大范围运动刚柔耦合系统的振动抑制，提出基于一次近似动力学模型的输入成形控制方法．针
对中心刚体－柔性旋臂梁系统，在变形位移的描述中计及纵向变形的二次耦合项，建立一次近似动力学模型用于
振动控制．考虑到大范围运动刚柔耦合系统中柔性梁有别于结构动力学中定边界梁的模态特性，设计抑制柔性振
动的鲁棒多模态输入成形器．仿真结果表明，该策略在完成大角度机动的同时成功地抑制了柔性梁的振动．
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　　随着航天器等机械系统朝着轻质、高速方向
发展，大型柔性结构的振动控制问题引起了广泛

的关注．以往对这类刚柔耦合系统的控制研究多
是基于传统零次近似模型，当系统存在高速大范

围运动时，零次近似模型已不能正确揭示刚柔耦

合系统的动力学行为［１］，由该模型得到的控制仿

真即使结果不出现发散，其真实可靠性也值得商

榷［２］．近年来，许多学者［３－６］从连续介质力学的基

本原理出发，提出了较零次近似动力学模型更为

精确的一次近似耦合动力学模型，并通过实验验

证了其正确性，为控制器设计提供更精细的动力

学模型．

输入成形（ｉｎｐｕｔｓｈａｐｉｎｇ）作为一种特殊的简
单、高效前馈控制器，已成功应用于工业吊车［７］、

坐标测量机［８］等柔性结构的振动抑制．胡庆雷
等［９］将输入成形方法与变结构控制联合用于柔

性航天器的大角度机动控制；陕晋军等［１０］提出了

一种改进型输入成形器，并应用于柔性机械臂的

运动控制．这类输入成形控制器依据梁的定边界
模态特性来设计，但是当刚柔耦合系统存在大范

围旋转运动时，其动边界模态特性与定边界模态

特性是不同的［５］．因此在研究这类刚柔耦合系统
动力学及输入成形控制的时候，有必要适当考虑

到模态方面的这些差异．
本文针对中心刚体加旋臂梁的系统，利用哈

密尔顿原理、在变形位移场描述中计及纵向变形

的二次耦合项建立了连续的一次近似耦合动力学



模型．采用动边界振动频率设计鲁棒多模态输入
成形器．仿真结果表明，该策略在完成大角度机动
的同时成功地抑制了柔性梁的振动．

１　输入成形控制
输入成形是指由一系列的脉冲信号与一定期

望的输入指令相卷积所形成的新指令来驱动系统

的技术［１１］．图１为输入成形的简单原理图，其中
脉冲序列称为输入成形器，先前的指令激起的振

动被后面的指令消除，使系统在完成刚体运动的

同时不引起或只引起工程上可接受的残余振动．
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图１　输入成形原理

输入成形器的数学描述为

Ｉ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Ａｉδ（ｔ－ｔｉ），ｉ＝１，２，…，Ｎ．

其中Ａｉ，ｔｉ分别为第ｉ个脉冲的幅值和作用时刻，
满足如下条件：

Ａｉ＝
Ｃｉ－１Ｎ－１Ｋ

ｉ

∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｃｉ－１Ｎ－１Ｋ

ｉ
， （１）

ｔｉ＝
（ｉ－１）π
ωｎ １－槡 ξ

． （２）

其中 Ｋ＝ｅｘｐ －ξπ／ （１－ξ２槡( )），而 ωｎ、ξ分别为
系统自然振动频率及阻尼比．满足公式（１），（２）
的２、３、４脉冲成形器分别称为ＺＶ、ＺＶＤ、ＺＶＤＤ成
形器．为实现５％的残余振动比，ＺＶ、ＺＶＤ、ＺＶＤＤ
分别要求频率的误差率在 ±３２％，±１４％，
±２４％以内．对于多模态系统的振动抑制情况，输
入成形器的新脉冲序列采用如下卷积形式：

Ａｍｕｌｔ＝Ａ１ＩＳＡ２ＩＳ…ＡＮＩＳ．
其中 ＡｉＩＳ为抑制第 ｉ个系统模态的输入成形器脉
冲序列，“”表示卷积．

２　一次近似刚柔耦合动力学模型
图２为典型刚柔耦合系统模型，假设梁为小

变形下等截面 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁，材料均匀且各
向同性．图中 ｅ－

ｏ＝ Ｎ１ Ｎ( )２ ，ｅ－
ｂ＝ Ｂ１ Ｂ( )２ 分别

为惯性坐标系和固结在未变形柔性梁中轴线上的

浮动坐标系，θ为其夹角．未变形梁上任意点 Ｑ０
变形后为Ｑ，珗ｕｑ为其变形矢量．ｂ和 Ｊｈ分别为中
心刚体的半径和转动惯量，Ｔ为作用在其上的力

矩；Ｅ、Ａ、ｌ、ρ分别为柔性梁的弹性模量、截面积、
自然长度和体积密度．
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图２　刚柔耦合系统动力学模型

２１　梁变形描述
图３中柔性梁中轴线上任意点 Ｐ０变形后为

Ｐ，其变形矢量 珗ｕｐ；梁上非中轴线上点 Ｑ０变形后
为Ｑ，其变形矢量 珗ｕｑ；φ为梁变形后中轴面转过的
角度．珗ｕｐ在浮动坐标系 ｅ－

ｂ下表示为［３，５］

ｕｂｐ＝
ｕ[ ]ｖ＝ ｕｓ＋ｕｆ[ ]ｖ

．

其中ｕｓ，ｖ分别为柔性梁轴向拉伸量和横向弯曲

挠度，ｕｆ＝－１／２∫
ｘ

０
（ｖ／ｘ）２ｄｘ为横向弯曲引起的

纵向的位移．考虑梁的几何变形关系及小变形假
设，变形矢量 珗ｕｑ在浮动坐标系ｅ－

ｂ下表示为

ｕｂｑ＝
ｕ－ｙｓｉｎφ
ｖ＋ｙｃｏｓφ－[ ]ｙ≈

ｕｓ＋ｕｆ－ｙ（ｖ／ｘ）[ ]ｖ
．

其中－ｙ（ｖ／ｘ）项为梁轴截面转动引起的纵向位
移，而轴向拉伸量ｕｓ为微小量可以忽略．
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图３　梁变形描述

２２　连续动力学模型
利用哈密尔顿原理建立如下连续的一次近似

耦合动力学模型：

∫
ｔ２

ｔ１
（δＴｓｙｓ－δＵｓｙｓ＋δＷｆ）ｄｔ＝０． （３）

其中δＵｓｙｓ，δＴｓｙｓ，δＷｆ＝Ｔδθ为系统势能、动能、外
力做功变分．系统动能 Ｔｓｙｓ见公式（４），ｒ

·ｎ
ｑ为柔性

梁上任意点Ｑ在惯性ｅ－
ｏ下的速度表示

Ｔｓｙｓ＝Ｊｈθ
·２／２＋∫ｖρ（ｒ·ｎｑ）Ｔ（ｒ·ｎｑ）ｄＶ／２， （４）

ｒ·ｎｑ ＝Ａθｕ
·ｂ
ｑ＋Ａθω

×（ｒｂａ＋ｐ
ｂ
ｑ０＋ｕ

ｂ
ｑ）． （５）

其中
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Ａθ ＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ 　ｃｏｓ[ ]θ，ω

×＝ ０ －θ·

θ·
[ ]

　０
，

ｒｂａ ＝ ｂ[ ]０Ｔ，ｐｂｑ０ ＝[ ]ｘ ｙＴ．

梁的变形梯度Ｊ和拉格朗日应变张量ε［１２］的
表达式如下：

Ｊ＝（ｐｂｑ０＋ｕ
ｂ
ｑ）／ｐ

ｂ
ｑ０，

ε＝（ＪＴＪ－Ｉ）／２．
其中Ｉ为单位阵．那么考虑小变形小应变的假设，
εｘｘ应变为εｘｘ≈－ｙ（

２ｖ／ｘ２），柔性梁的势能为

　Ｕｓｙｓ＝∫ｖＥε２ｘｘｄＶ／２＝∫
ｌ

０
ＥＩ（２ｖ／ｘ２）２ｄｘ／２．（６）

其中Ｉ＝∫Ａｙ２ｄＡ为梁截面惯性矩．将公式（４）、（６）
代入公式（３），得刚柔耦合系统的一次近似动力
学方程为

　　Ｊｈθ̈＋θ̈ρＡ∫
ｌ

０
（（ｂ＋ｘ）２＋２（ｂ＋ｘ）ｕｆ＋ｖ

２）ｄｘ＋

　　　　　　２θ·ρＡ∫
ｌ

０
（（ｂ＋ｘ）ｕ·ｆ＋ｖｖ·）δθｄｘ＋

　　　　　　ρＡ∫
ｌ

０
ｖ̈（ｂ＋ｘ）ｄｘ＝Ｔ． （７）

　 ρＡ（̈ｖ＋θ̈（ｂ＋ｘ）－θ·２ｖ）＋ＥＩ
４ｖ
ｘ４
－

　　 ρＡｘ
ｖ
ｘθ
·２ ｂ（ｌ－ｘ）＋１２（ｌ

２－ｘ２( )( )） ＝０．

（８）
及边界条件

ｖ（０，ｔ）＝ｖ
ｘ （０，ｔ）

＝０，

２ｖ
ｘ２ （ｌ，ｔ）

＝
３ｖ
ｘ３ （ｌ，ｔ）

{ ＝０．

２３　离散动力学模型
为避免假设模态法在模态选择上的随意性影

响动力学模型的精度，采用有限元法［１３］对动力学

模型离散化．将总长为 ｌ的柔性梁等分 ｎ个长度
为ｌｅ＝ｌ／ｎ的两节点单元段，珋ｘ为梁上中线点在单
元段内的纵向坐标，Ｌｉ＝ｌ（ｉ－１）／ｎ．定义有限元
总体节点坐标阵ｐ及梁的单元形函数Ｎ［１２］为
ｐ＝［ｖ１（ｔ）　φ１（ｔ）　…　ｖｎ＋１（ｔ）　φｎ＋１（ｔ）］∈Ｒ１×２（ｎ＋１），

Ｎ＝

１－３ξ２＋２ξ３

ｌｅ（ξ－２ξ
２＋ξ３）

３ξ２－２ξ３

ｌｅ（－ξ
２＋ξ３













）

Ｔ

∈Ｒ１×４．

其中ξ＝珋ｘ／ｌｅ，ｖ
ｉ（ｔ）为第 ｉ节点在 ｅ－

ｂ下的横向平

移量，φｉ（ｔ）＝（ｖｉ／珋ｘ）ｌｅ．单元变形矩阵为 Ｗｉ＝

ＮＢｉ∈Ｒ
１×２（ｎ＋１），Ｂｉ为单元编号决定的布尔阵，

Ｂｉ＝
０ ０ … Ｉ２ ０ … ０

０ ０ … ０ Ｉ２ …[ ]０ ∈Ｒ４×２（ｎ＋１）．
　　　 １　２　　　ｉ ｉ＋１　 ｎ＋１
那么方程组（７），（８）的有限元离散化模型为

（Ｊｈ＋Ｊｆ＋ｐ
Ｔ（Ｍｐｐ－Ｄ）ｐ）θ̈＋Ｕｐ̈＋

２θ·（ｐＴ（Ｍｐｐ－Ｄ）ｐ·）＝Ｔ， （９）

Ｍｐｐｐ̈＋Ｕ
Ｔθ̈＋（Ｋｆ－θ

·２Ｍｐｐ＋θ
·２Ｄ）ｐ＝０．（１０）

其中的常值量表示如下：

Ｊｆ＝∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｌｅ

０
ρＡ（ｂ＋Ｌｉ＋珋ｘ）

２ｄ珋ｘ，

Ｍｐｐ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｌｅ

０
ρＡＷＴｉＷｉｄ珋ｘ，

Ｄ＝∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｌｅ

０
ρ (Ａ ｂ（ｌ－Ｌｉ－珋ｘ）＋０．５（ｌ２－

（Ｌｉ＋珋ｘ）
２ )） ＷＴｉ

ｘ
Ｗｉ
ｘ
ｄ珋ｘ，

Ｕ＝∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｌｅ

０
ρＡ（ｂ＋Ｌｉ＋珋ｘ）Ｗｉｄ珋ｘ，

Ｋｆ＝∑
ｎ

ｉ＝１
∫
ｌｅ

０
ＥＩ
２ＷＴｉ
ｘ２

２Ｗｉ
ｘ( )２

ｄ珋ｘ．

３　柔性梁频率分析
输入成形器依据柔性梁的模态信息来设计，

有必要对大范围运动柔性梁的频率特性进行分

析．取状态变量 ｘ＝［ｐ ｐ·］Ｔ，将公式（９）代入公
式（１０）替代 θ̈项，忽略外力及高阶非线性项，得
到大范围运动柔性梁的无阻尼振动方程为，

ｘ＝Ａｘ．
其中：

Ａ＝
０ Ｉ

－（Ｍｐｐ－（Ｊｈ＋Ｊｆ）
－１ＵＴＵ）－１（Ｋｆ－θ

·２Ｍｐｐ＋θ
·２Ｄ）[ ]０．

系统矩阵Ａ中下划线项来自于柔性梁的大范围
转动．柔性梁的振动频率ωｎ和阻尼比ξ可以由下
式求得［１４］，其中λｉ为系统矩阵Ａ的特征值，

λｉ＝－ξωｎ±ｊωｎ １－ξ槡
２．

由于Ａ中下划线项的作用，当这类刚柔耦合系统
存在大范围旋转运动时，梁的动边界模态频率特

性不同于定边界情况下的频率特性．取物理参数：
中心刚体半径ｂ＝１ｍ、转动惯量 Ｊｈ＝３０ｋｇ·ｍ

２；

梁杨氏弹性模量为 Ｅ＝６８９５２×１０１０Ｎ／ｍ２，截面
积Ａ＝７３×１０－５ ｍ２、体积密度 ρ＝２７６６７×
１０３ｋｇ／ｍ３、截面惯性矩Ｉ＝８２×１０－９ｍ４，梁长度ｌ
分别取３、６、９ｍ，对梁频率进行数值分析．

表１为刚柔耦合系统中动边界梁的频率变化
表（括号内为定边界频率）．柔性梁的前三阶自然
频率与静止悬臂情况下相应的频率均有增加，并
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且频率的增加率也随着梁长度的增加而增加，同

时还可以看出梁长度变化对一阶频率的影响比其

它阶频率影响要大．

表１　不同梁长度下柔性梁的频率

ｌ／ｍ
梁前三阶自然频率／（ｒａｄ·ｓ）－１

第一阶 第二阶 第三阶

一阶频率

增加率／％

３ ２１９１（２０６７） １３０１９（１２９５４） ３６３２５（３６２８０） ６０

６ ６６８（５１７） ３３０１（３２３９） ９１０７（９０７０） ２９３

９ ３８８（２３０） １５０７（１４３９） ４０６７（４０３１） ６８９

４　数值仿真
传统输入成形器是根据定边界梁的模态信息

来设计，本文采用动边界的模态频率设计输入成

形器．为对比分析这两种输入成形器的控制效果
和适用范围，采用如下３种控制策略实现大角度
机动：１）ｂａｎｇｂａｎｇ控制；２）ｂａｎｇｂａｎｇ控制＋传统
三模态输入成形器；３）ｂａｎｇｂａｎｇ控制＋本文三模
态输入成形器．梁长度 ｌ分别取３、６、９ｍ，三模态
输入成形器设计参数参照频率表１，阻尼比为零．
ｂａｎｇｂａｎｇ控制力矩输出规律为

Ｔ＝
５Ｎ·ｍ，　 ０＜ｔ≤５ｓ；
－５Ｎ·ｍ，　５＜ｔ≤１０ｓ；
０Ｎ·ｍ，　　ｔ{ ＞１０ｓ．

图４、图５为当梁长３ｍ时梁末端横向位移
图及中心刚体角位移图．由图４可以看出在仅使
用ｂａｎｇｂａｎｇ控制时激发了梁低频振动，频率为
２２ｒａｄ／ｓ左右，与表１分析一致，当１０ｓ控制结束
后梁端点的残余振动幅值为０００７ｍ左右；而使
用控制策略２，３时，梁端点的残余振动幅值分别
为０５×１０－４ｍ、１６×１０－６ｍ，残余振动比分别为
０７％、００２％．由图６可以看出控制策略２、３分
别造成系统角位移响应０３７ｓ、０３５ｓ的延迟，但
是都明显减少了角位移的振动．那么梁长３ｍ时
控制策略２，３在完成大角度机动时都有效地抑制
了系统的振动．

图６，图７为当梁长６ｍ时梁末端中心刚体
角位移图及横向位移图．可以看出在控制策略２
作用下，梁端点与角位移都出现了明显的残余振

动，残余振动比为１０％左右，并且对系统的延迟
为１４７ｓ，而控制策略３在残余振动抑制和系统
延迟上（１２０ｓ）效果仍然很好．当梁长９ｍ时，由
图８、图 ９可以看出，此时控制策略 ２已完全失
效，残余振动比达到了７０％左右，系统的延迟也
达到了３３３ｓ，而控制策略３的振动抑制效果仍
然明显，系统延迟为２１９ｓ．
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图４　梁长３ｍ时梁末端横向位移
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图９　梁长９ｍ时中心刚体角位移

５　结　论
１）大范围运动刚柔耦合梁的前三阶自然频

率比静止悬臂情况下频率大，并且频率的增加率

也随着梁长度的增加而增加；

２）随着梁长度增加，系统柔性增加，基于结
构动力学中定边界梁的模态信息设计的传统输入

成形器将不再适用于对系统的振动抑制；

３）本文基于动边界梁的模态信息设计的输
入成形器，对大范围运动刚柔系统的振动抑制效

果明显．如果将本文输入成形器与其他闭环控制
结合，将取得更好的控制效果．
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