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非凸区域上 ＳＰＨ计算结果后处理方法研究

郑　俊，于开平，张嘉钟，魏英杰
（哈尔滨工业大学 航天学院，１５０００１哈尔滨，ｚｈｅｎｇｊｕｎ３２４２０３＠１２６．ｃｏｍ）

摘　要：系统考察了利用Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化实现ＳＰＨ（ｓｍｏｏｔｈｅｄｐａｒｔｉｃｌｅｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ）算法后处理的途径．针
对非凸物质域上ＳＰＨ粒子点集的最小凸包的Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化，会得到一些并不属于物质域的空白单元，提
出一种“单元称重”算法，通过ＳＰＨ求和近似获得单元的加权质量，利用不属于物质域中的空白单元的加权
质量比其节点的平均质量小很多的特点，将它们从单元集中过滤掉．将过滤后剩下的单元作为有限单元并结
合ＳＰＨ粒子上的计算数据，导入到通用后处理软件 Ｔｅｃｐｌｏｔ中，可以实现 ＳＰＨ计算结果的可视化，从而为
ＳＰＨ算法的后处理提供了一种简洁实用的途径．算法的适用性在具有材料飞溅和粒子不均匀分布的算例中
得到了验证．
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　　ＳＰＨ（ｓｍｏｏｔｈｅｄｐａｒｔｉｃｌｅｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ）是一种
基于Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ描述的无网格方法［１］，其计算结果

的后处理一般是直接将存储于粒子上的数据与颜

色矩阵关联来获得物质域上物理量分布［２］，无法得

到基于网格的算法后处理的连续的等值线（面）

图、云图、流线图，且不易进行微积分运算以及切片

上的数据可视化等．Ｍａｓｓｉｄｄａ［３］指出无网格计算可

视化是一项新的技术．Ｄａｎｉｅｌ［４］开发的面向ＳＰＨ后
处理的开源软件Ｓｐｌａｓｈ，需在Ｌｉｎｕｘ下编译，主要面
向天文领域，且该软件包对于水动力学等其它领域

的适用性还有待拓展．Ｂｉｄｄｉｓｃｏｍｂｅ等［５］基于Ｐａｒａ
ｖｉｅｗ开发了可处理 ＳＰＨ数据的程序，但其处理时
还是直接在粒子上，并不方便，功能也不全面．无网
格法计算可视化的理论［６－９］，主要是采用Ｄｅｌａｕｎａｙ
三角化方法，将无网格点集进行三角化，获得非结

构化网格，然后基于非结构化网格进行后处理，可

得到传统计算可视化所得的各种图形．但这些研究
只针对于凸区域上的无网格点集，而非凸区域上的

无网格计算可视化，鲜有报导．但在ＳＰＨ所计算的



液体飞溅、高速撞击中的材料碎片等问题中，计算

域都是非凸的，对非凸区域上的无网格点集进行

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化将获得一些并不属于物质域的单
元，称这些单元为空白单元；如何方便的过滤掉这

些单元，国内还没有较系统的工作．文献［６］采用在
程序中事先指定边界的方法来去除这些空白单元，

但在ＳＰＨ中，边界处于复杂变化中，不可能通过事
先指定．因此如何在复杂的非凸区域上进行Ｄｅｌａｕ
ｎａｙ三角化并去除空白单元，从而为ＳＰＨ算法提供
后处理所需的网格，是非凸区域上 ＳＰＨ算法计算
可视化急需解决的问题．

本文以凸区域上离散点集 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化
为基础，提出一种“单元称重”算法去除非凸区域

上离散点集最小凸包三角化后形成的一些空白单

元，准确得到了非凸区域ＳＰＨ后处理所需要的网
格，结合后处理软件 Ｔｅｃｐｌｏｔ实现了非凸区域上
ＳＰＨ计算结果的可视化．

ＳＰＨ作为一种基于物质描述的无网格算法，
在自由表面流动等领域得到了非常好的应

用［２，１０］，以至在流体的计算机实时动画领域也开

始采用该算法［１１－１２］，计算结果用很逼真的形象显

示出来．动画领域对计算结果的处理，主要关注物
质域表面的提取［１０，１３－１４］及色泽处理，这些技术也

是值得ＳＰＨ算法后处理借鉴的．

１　ＳＰＨ基本原理
ＳＰＨ利用函数ｆ与光滑函数ｗ的加权积分来

近似ｆ与Ｄｉｒａｃ函数δ的卷积，从而可以近似得到
ｆ在计算域某点函数及空间导数的近似值［１］，离

散后可得到

ｆ（ｘｉ）＝∑
ｊ
τｊｆ（ｘｊ）ｗｉｊ（ｘｉ－ｘｊ）， （１）

ｆ（ｘｉ）＝∑
ｊ
τｊｆ（ｘｊ）ｉｗｉｊ（ｘｉ－ｘｊ）． （２）

其中τｊ为粒子体积．利用它们，便可以将流体的
动力学方程进行离散．由于本文侧重的是计算可
视化的探讨，后文算例计算所需要的方程和参数

会给出相应文献出处，这里不再赘述．本文中所有
算例的光滑函数为分段五次样条函数［１］，初始光

滑长度与粒子间距比值为槡２．

２　物质域离散点集的Ｄｅｌａｕｎａｙ三角
化及“单元称重”法

对于任意一个离散点集，都存在一个最小凸

包包含这些点．对该最小凸包进行 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角
化，可形成由该离散点集的点作为节点的三角网

格（单元）集，而且每１个三角单元的外接圆都不

包含其它的节点；而由这些外接圆的圆心形成的

多边形称为 Ｖｏｒｏｎｏｉ图［１５］．离散点集的 Ｄｅｌａｕｎａｙ
三角化和 Ｖｏｒｏｎｏｉ图是计算几何中最重要的算
法，这里不再赘引．
２１　凸区域离散点集上的Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化

采用ＳＰＨ粒子离散物质域之后，可以将ＳＰＨ粒
子集合的最小凸包进行Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化，从而得到
非结构化网格（或单元集），并将ＳＰＨ粒子作为单元
节点，然后利用有限元插值方法，得到单元内任何一

点处的物理量的值．对于凸区域上的离散点集（粒子
集合），也可借助Ｍａｔｌａｂ中Ｄｅｌａｕｎａｙ算法来对其最
小凸包进行三角化［７－８］．凸区域上离散点集的最小
凸包的Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化较为简单，且是非凸区域上
离散点集三角化的基础．
２２　非凸区域离散点集上的 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化及

“单元称重”算法

对非凸区域点集直接进行 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化
会得到一些空白单元，这些单元包含任何物质．如
图１（ａ）所示，正方形区域的中心空洞中并没有任
何物质点，但是该点集最小凸包是包含所有粒子

的正方形区域，因此该凸包也包含该正方形点集

中心的空洞区域；当对该凸包进行三角化时，该空

洞也同时被三角化了，如图１（ｂ）所示．
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图１　非凸区域的点集及其三角化后形成的空白单元

去除这些空白区域，文献［６］通过事先指定
边界—比如指定空洞的周界，然后除掉处于该周
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界内的单元，剩下的单元就可以作为后处理的网

格了．该方法对于静变形，或材料（或计算域）不
破碎、不卷曲的情况是可考虑应用的．但是在ＳＰＨ
领域，特别是波浪的飞溅、卷曲问题中，该方法无

法应用．因此，本文提出一种“单元称重”算法，可
以去除各种复杂非凸区域上的离散点集三角化后

形成的空白单元，并且其可行性在具有材料飞溅

和粒子不均匀性的高速撞击问题中得到了验证．
２２１　空白单元过滤的“单元称重”法

“单元称重”法的基本思想是，不属于物质域

的空白单元，其质量比其它单元的质量或其节点

（粒子）的质量要小很多，这类单元可以从单元集

中去除．因此该算法的核心问题是，如何寻找１个
方法来计算单元的质量，并提出１个比较的标准
将它与周围的粒子的质量进行比较，然后将其去

除．解决这个问题，可以考虑将 ＳＰＨ求和近似算
法式（１）结合三角单元的外心（也就是上文提到
的相应三角网格的 Ｖｏｒｏｎｏｉ多边形的顶点），具体
算法如下．

每１个单元的位置用该单元的外心的位置ｒｅ
来表示，其中ｒｅ为外心的矢径，下标“ｅ”表示单元
的序号．而用外心处的加权质量来表征该单元的质
量．因为该单元的外心正好是某Ｖｏｒｏｎｏｉ多变形的
顶点，因此该单元的外接圆中将不含任何其它单元

的其它节点，这确保了对该单元质量影响权重最大

的是属于该单元本身的节点；而该单元的所有节点

到单元外心的距离都相等（都等于外径），确保了

它的节点对其外心的影响权重相等．这些性质非常
重要，这也是Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化的优点．

要利用 ＳＰＨ求和近似得到外心处的加权质
量，需要知道该单元外心处的光滑长度值．对任１
个单元，可以取光滑长度为该单元所有节点的光

滑长度的代数平均，即ｈｅ＝ ∑
ｊ
ｈ( )ｊ ／３．其中ｊ为

该单元上节点的序号，ｈ为光滑长度；利用式（１）
可得单元加权质量ｍｅ为

ｍｅ＝∑
ｋ
ｍｋτｋｗｅｋ． （３）

其中ｋ为该单元外心的紧支域内支持粒子的序
号．这些粒子可能不仅仅包含该单元本身上的节
点，还可能包括周围其它单元的节点；也有可能该

外心的紧支域内不含任何支持粒子，甚至不含单

元本身的节点—此时其加权质量为０．
通过下式—即“单元称重”算法的定义式，来

过滤掉不属于物质域内的空白单元

ｍｅ≤βｓｍ
— ｍｅ／ｍ

—≤βｓ． （４）

其中：ｍ— ＝ ∑
ｊ
ｍ( )ｊ ／３为该单元的节点质量的代

数平均值；βｓ为临界加权质量因子，是一个选定
值，且０＜βｓ＜１．任何一个单元的加权质量因子
都可用下式表示：

βｅ＝ｍｅ／ｍ
—． （５）

因此式（４）可以表达为
βｅ≤βｓ． （６）

式（４）可理解为，若计算所得单元的加权质量 ｍｅ
小于该单元节点质量的平均值珚ｍ的一定量，那么
该单元可以被过滤掉；式（６）可以理解为，若一个单
元的加权质量因子βｅ小于事先设定的标准值βｓ，
则这个单元应该被过滤掉．对于图１（ｂ）中非凸区
域的离散点集三角化后形成的空白单元，利用“单

元称重”法就可以去除，如图２所示．
由图２可发现，当 βｓ不同时，可以过滤掉一

部分共同的空白单元．βｓ较小时，过滤后周界显
得光滑，如图 ２（ａ）；βｓ变大时，周界显得较不光
滑，如图２（ｃ）．这是因为 βｓ较小时，只有那些加
权质量ｍｅ特别小的单元被过滤掉，被过滤掉的单
元较少，所以边界处显得光滑；而 βｓ变大时，有些
加权质量不是特别小的单元也被过滤掉；βｓ越
大，被过滤掉的单元越多．注意到，式（３）中粒子
对单元外心的权重ｗｅｋ与单元的外径成反比关系，
所以外径越大的单元（也就是单元空间尺寸越

大），其加权质量自然越小．
特别是当临界加权质量因子 βｓ＝０时，只有

那些加权质量为０的单元被过滤掉，此时表现为
因为单元外径太大，该单元上的３个节点都对单
元的外心的权重ｗｅｋ为０．考虑到ＳＰＨ中粒子间存
在相互作用的概念是基于 ｗｅｋ不为０，所以可以将
这些节点对其单元的加权求和称为对外心的作

用．注意到ＳＰＨ中粒子间的互相作用在数学上表
现为ｗｅｋ不为０，但在物理意义上表现为粒子间的
作用力不为０．而在连续介质力学中，力的产生是
因为相邻的物质发生相对运动或变形，即力就是

物质的相互作用．因此如果两点之间不互相作用，
那么可以认为这两个点上的质量粒子没有相互接

触．所以如果三角单元上的节点对其外心没有作
用，即ｗｅｋ为０，那么可认为该单元上的粒子与其
外心间没有质量接触；而没有质量接触，则表明该

单元内部有质量间断，该单元就自然可被过滤掉．
可见单元称重算法是一种符合物理意义的算法．
而βｓ＞０的含义是把单元内粒子间互相作用极其
微弱的单元也过滤掉．
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图２　βｓ不同时，“单元称重”法去除空白单元的情况

　　下面对单元称重法为什么能过滤掉空白单元
进行更深层次考察．主要出发点是考察空白单元
的尺寸和加权质量因子βｅ间的关系．
２２．２　“单元称重”法过滤空白单元的可行性分析

首先给出单元称重算法可行的直观解释．由图
１可以发现空白单元的３个节点中只要有一对节点
的连线跨越了空白区域，则这个连线的距离就会比

较大．而该空白单元的３个节点中，只要有２个节
点之间的连线距离比较大，那么外接圆半径就会很

大，而外径很大时，根据光滑函数的衰减特性可知，

这３个节点对该单元外心处的权重ｗｅｋ就会迅速减
小并接近于０．而图２（ａ）中处于边界附近的小单元
依然可以保存下来，原因也正在于此，即它们之间

的连线并未完全跨越空白区域．
定义单元的特征长度为外接圆半径，并定义

单元的特征尺度为特征长度与其光滑长度之比，

记为γｅ．显然，只要某单元的特征长度接近于光滑
函数ｗｅｋ的紧支域半径，那么单元的加权质量就为
０，那些特别大的空白单元就立即被过滤掉；而那
些单元特征长度大于光滑长度而接近于紧支域半

径的，因为光滑函数的衰减性质，由式（３）所得的
加权质量会非常小，于是由式（４）中 βｓ的大小决
定它们是否被过滤掉．

为了给出式（４）的定性分析，在一个等边三角
形的单元上，根据式（３）和（４），绘制出该单元本身
加权质量因子 βｅ随单元特征尺度变化的大致关
系，如图３所示．由图３可知，随γｅ增长，曲线、横坐
标线及γｅ竖线围成的曲边三角区域越来越小．特
别是当尺度因子γｅ接近２５时，也就是单元尺度接
近于２５倍的光滑长度时，此时βｓ≈０，即只有那些
加权质量ｍｅ接近于０的单元被过滤掉，剩下的大
多数单元被保存下来．随着尺度因子γｅ的缩小，并
接近１５时，被过滤的单元数量几乎不变，如图中
的最大曲边三角形，此时βｓ≈１，也就是那些单元加
权质量ｍｅ小于粒子平均质量珚ｍ的单元基本上都被
过滤了（即那些粒子对其外心作用比较弱的甚至稍

强的也都被过略掉了），保留下的单元其质量都大

于其节点的平均质量．这可作为图２中随着临界βｓ
增大，被过滤的单元几乎不变的原因，因为剩下的

可被过滤的单元越来越少．
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图３　单元加权质量随其特征尺度的变化关系
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　　“单元称重”法中反映一个单元是否可被过
滤的参数，即加权质量因子βｅ，它反映了一个单元
内部所含质量的多少，是单元内部粒子之间作用

强弱的表现．从以上分析中还可得知，它也是单元
尺度γｅ小或大的间接体现．也就是说，本质上讲，
式（６）是根据被过滤单元尺度γｅ来判定哪些大尺
度的单元是可以被过滤掉的—这与 ＳＰＨ中粒子
间是否是粒子作用对是由它们之间距离来判断的

思想是一致的．
临界加权质量因子 βｅ的合理范围，可以根据

图３中的曲线来估计．一般地，如果尺度因子为２
以上，即特征长度为２倍光滑长度以上的单元被过
滤掉，那么根据图３，就可以得到此时βｓ≈０１５．

３　ＳＰＨ后处理的有限元插值方法及
数值算例

形成网格后，就可由网格节点上所存储的物理

量的数值进行有限元插值，从而得到网格单元内各

点处的相应数值．完成这个过程，可选择自主开发
程序，也可利用现有软件，如 Ｔｅｃｐｌｏｔ［１６］．而要利用

成熟的后处理软件 Ｔｅｃｐｌｏｔ精确处理 ＳＰＨ这些数
据，就需要将ＳＰＨ数据转换到离散该物质域的有限
元格式，从而实现有限元插值．图４为液滴问题［１７］

的几个时刻的处理结果．三维时的情是类似的．
非凸区域上的 ＳＰＨ算法后处理同样如此，但

是需要将离散点集三角化之后，利用“单元称重”法

将空白单元过滤掉，再将ＳＰＨ数据结合过滤后的单
元集用有限元格式导入到 Ｔｅｃｐｌｏｔ中处理．若图２
区域上各粒子上具有Ｆ＝ｓｉｎ（ｘ２＋ｙ２）ｃｏｓ（ｘ２－ｙ２）
的物理量，则其利用以上ＳＰＨ算法的后处理方法得
到的曲面与等值线云图如图５所示．Ｔｅｃｐｌｏｔ功能远
不限于此；它还具有微积分、切片、光照等功能．

对于大多数基于 ＳＰＨ的研究，本文方法已足
够使用．特别是去除非凸区域上离散点集三角化
的空白单元，“单元称重”法简洁且适应性强．值
得注意的是，“单元称重”法不需要事先判断该点

集是否属于非凸区域，而是直接进行单元过滤．因
此只要程序中加入该算法，不但不对凸区域上点

集三角化后形成的的单元有影响，而且可直接对

非凸集三角化后的单元进行过滤．
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图４　凸区域上利用有限元插值方法得到的ＳＰＨ后处理结果
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３１　“单元称重”算法在粒子非均匀分布与材料
飞溅情况的适应性

以上所计算的算例粒子分布都比较均匀，如图

４～５．为了检验“单元称重”法对实际复杂情况的适
用性，本文计算了一个高速撞击问题，在该算例中

具有较严重的粒子分布不均匀性与材料飞溅问题．
控制方程同文献［１７］，计算域如图６（ａ）～（ｃ）所

示，粒子的间距为５０×１０－２ｍ，而时间步长为
５０μｓ，取人工粘性常数 αＩＩ＝１，βＩＩ＝２

［１７］．球形液
滴以１０００ｍ／ｓ初始速度向左运动．２５ｍｓ和１２５
ｍｓ时粒子分布、三角化后的单元集以及经过加权
质量因子 βｓ＝１０ｅ－３过滤后的单元集，如图 ６
所示．
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图６　不同时刻粒子分布及在其最小凸包上三角化形成的单元集和过滤后的情形，βｓ＝１０ｅ－３

４　结　论

本文提出一种“单元称重”算法，用于去除非凸

区域上离散点（粒子）集的三角化后形成的空白单

元．“单元称重”法只过滤非凸区域离散点集的三角

化后形成的空白单元，而对凸区域上离散点集三角

化形成的单元没有影响，该方法简洁且对复杂的非

凸区域适应性较强．利用“单元称重”法过滤后的单
元集，结合ＳＰＨ计算所得数据，并将数据文件写成
有限元格式，导入到Ｔｅｃｐｌｏｔ中进行直接后处理，获
得传统科学计算可视化所需的计算图形，为ＳＰＨ算
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法的后处理，提供了一种实用简洁的途径．该方法
的适用性和可行性在具有材料飞溅和粒子不均性

的数值算例中得到了验证．
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