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正交面齿轮传动系统分岔特性

杨　振，王三民，范叶森，刘海霞
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摘　要：为了研究面齿轮传动的非线性动力学分岔特性，建立了包含支承、齿侧间隙、时变啮合刚度、综合误
差、阻尼和外激励等参数的系统弯－扭耦合动力学模型，并使用 ＰＮＦ（Ｐｏｉｎｃａｒé－Ｎｅｗｔｏｎ－Ｆｌｏｑｕｅｔ）方法对系
统进行了求解．计算结果表明：当时变啮合刚度幅值系数从０４增加到０５时，系统会由倍周期分岔进入混
沌；当啮合阻尼比由００６１００００减小到００６０００００时，系统会经过拟周期分岔进入混沌；当量纲一化综合
传动误差幅值从０１２０减小到０１１２时，系统会发生边界激变后进入混沌．
关键词：面齿轮传动；分岔；混沌；动载系数
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　　进入２１世纪以来，国外学者［１－４］对面齿轮的

啮合原理、齿轮弯曲强度、齿面接触强度、切齿及

磨齿加工、面齿轮疲劳寿命实验等进行了研究．国
内学者［５－７］近几年对面齿轮的研究目前主要集中

于齿面设计、齿轮弯曲强度、齿面接触强度、切齿

加工等方面，关于其振动特性的研究还处于初期

阶段．由于面齿轮传动系统含有间隙、时变啮合刚
度、齿轮误差等参数，其本质上是一个强非线性系

统，其振动特性会直接影响到传动系统的稳定性

和可靠性［８］．
本文建立了包含齿侧间隙、时变啮合刚度、综

合误差、支承等参数在内的正交面齿轮传动系统

的弯－扭耦合非线性动力学模型，并用 ＰＮＦ方法
求解了系统的动力学方程组，经分析后得到了系

统分岔特性的变化规律．

１　系统的非线性动力学模型与方程
图１所示为根据集中参数理论建立的弹性支

承下正交面齿轮传动的系统动力学模型，模型中

不考虑绕各坐标轴的摆振．
该模型以直齿轮轴线为 ｘ轴，以面齿轮轴线

为ｙ轴，并以两轴的交点作为原点建立全局坐标
系Σ：（Ｏｘｙｚ）．由于小齿轮为直齿圆柱齿轮，齿



轮上无轴向作用力，因此只考虑２个坐标方向的
支承刚度和阻尼，分别为ｋｉｊ、ｃｉｊ（ｉ＝ｙ，ｚ；ｊ＝ｐ，ｇ）．

设主动轮ｐ有驱动力矩 Ｔｐ，从动轮 ｇ有不变
的阻抗力矩Ｔｇ．整个传动系统共有６个自由度，分
别为｛Ｙｐ，Ｚｐ，θｐ，Ｙｇ，Ｚｇ，θｇ｝

Ｔ．
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图１　正交面齿轮传动系统非线性动力学模型

２　系统的振动微分方程
由图１可以得到，两齿轮啮合点间因振动和

误差产生的沿啮合点法线方向的相对位移λｎ为
λｎ ＝（ｒｐθｐ－ｒｇθｇ＋Ｚｐ－Ｚｇ）ｃ１＋

（Ｙｐ－Ｙｇ）ｃ２－ｅｎ（ｔ）．
式中：ｃ１＝ｃｏｓαｎ，ｃ２＝ｓｉｎαｎ；ｒｐ，ｒｇ为两齿轮啮合
点半径；αｎ为法面压力角；ｅｎ（ｔ）为齿轮副的法向
综合传动误差．

则齿轮副在啮合时的法向动载荷及其沿坐标

轴的分力分别为

Ｆｎ ＝ｋｈ（ｔ）ｆ（λｎ）＋ｃｈλｎ，

Ｆｙ ＝Ｆｎｃ２，

Ｆｚ＝Ｆｎｃ１
{

．
式中：ｋｈ（ｔ）为时变啮合刚度；ｃｈ为啮合阻尼；
ｆ（λｎ）为间隙函数，其中：

ｆ（λｎ）＝
λｎ－ｂｍ，　λｎ ＞ｂｍ；

０， ｜λｎ｜≤ｂｍ；

λｎ＋ｂｍ， λｎ ＜－ｂｍ
{

．
式中，ｂｍ为法向平均啮合间隙之半．

下面确定时变啮合刚度ｋｈ（ｔ）和齿轮副综合
误差ｅｎ（ｔ）的表达式．

由于面齿轮的空载重合度一般在１６～１８，
因此实际的面齿轮副的综合啮合刚度是一个以啮

合周期为周期的阶跃函数．另外，面齿轮的重合度
在加载后会进一步增大，其啮合刚度的变化比较

小，因此可以将其处理为在一个平均值下的微小

波动，具体表达式如下：

ｋｈ（ｔ）＝ｋｍ ＋Ａｋｃｏｓ（ωｈｔ＋ｋ）．
式中，ｋｍ为啮合刚度的平均值，Ａｋ为啮合刚度的
波动幅值，ωｈ为齿轮副的啮合频率，ｋ为初相位．

由于对齿轮振动影响较大的误差比较多，如

基节偏差、齿距偏差、齿形误差、齿距累积误差等，

在此将其统称为齿轮副综合误差．具体的处理方
法参考文献［９］，将其表示为啮合频率的简谐
函数：

ｅｎ（ｔ）＝ｅ０＋Ａｅｓｉｎ（ωｈｔ＋ｅ）．
式中，ｅ０为综合误差常值，Ａｅ为综合误差的幅值，
ｅ为初相位．

则图１所示的面齿轮传动系统的振动方程为

ｍｐＹ
¨

ｐ＋ｃｙｐＹ
·

ｐ＋ｋｙｐＹｐ ＝Ｆｙ，

ｍｐＺ
¨

ｐ＋ｃｚｐＺ
·

ｐ＋ｋｚｐＺｐ ＝Ｆｚ，

Ｊｐθ
¨

ｐ ＝Ｔｐ－Ｆｎｒｐ，

ｍｇＹ
¨

ｇ＋ｃｙｇＹ
·

ｇ＋ｋｙｇＹｇ＝－Ｆｙ，

ｍｇＺ
¨

ｇ＋ｃｚｇＺ
·

ｇ＋ｋｚｇＺｇ＝－Ｆｚ，

Ｊｇθ
¨

ｇ＝－Ｔｇ＋Ｆｚｒｇ

















．

（１）

　　为了消除系统的刚体位移，引入齿面啮合点
间的法向相对位移λｎ作为新的自由度，并对方程
组（１）进行量纲一化处理后，得
ｙ¨ｐ＋２ξｙｐｙ

·

ｐ－２ξｈｐｃ２λ
· ＋ｋｙｐｙｐ－ｋｈｐｆ（λ）＝０，

ｚ¨ｐ＋２ξｙｐｚ
·

ｐ－２ξｈｐｃ１λ
· ＋ｋｙｐｚｐ－ｋｈｐｆ（λ）＝０，

ｙ¨ｇ＋２ξｙｇｙ
·

ｇ－２ξｈｇｃ２λ
· ＋ｋｙｇｙｇ＋ｋｈｇｆ（λ）＝０，

ｚ¨ｇ＋２ξｙｇｚ
·

ｇ－２ξｈｇｃ１λ
· ＋ｋｚｇｚｇ＋ｋｈｇｆ（λ）＝０，

－ｃ２ｙ
¨
ｐ－ｃ１ｚ

¨
ｐ＋ｃ２ｙ

¨
ｇ＋ｃ１ｚ

¨
ｇ＋λ

¨
＋２ξｈｃ１λ

· ＋

　ｋｈｃ１ｆ（λ）＝ｆｐｍ ＋ｆｐｖ＋ｆｇ＋ｆｅ















．

（２）
式中：ｙｊ＝Ｙｊ／ｂｍ，ｚｊ＝Ｚｊ／ｂｍ；λ＝λｎ／ｂｍ；

ωｎ ＝ ｋｍ／ｍ槡 ｅ，ωｉｊ＝ ｋｉｊ／ｍ槡 ｊ；

ξｉｊ＝ｃｉｊ／（２ｍｊωｎ），ｋｉｊ＝ω
２
ｉｊ／ω

２
ｎ，

ξｈｊ＝ｃｈ／（２ｍｊωｎ），ｋｈｊ＝ｋｈ（τ）／（ｍｊω
２
ｎ），

ξｈ ＝ｃｈ／（２ｍｅωｎ）；τ＝ωｎｔ；
Ωｈ ＝ωｈ／ωｎ；ΩＦ ＝ωＦ／ωｎ；

ｋｈ ＝
ｋｍｖ
ｍｅｂｍω

２
ｎ
＋ａｋ

ｋｍ
ｍｅｂｍω

２
ｎ
ｃｏｓ（Ωｈτ＋ｋ）；
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ａｋ ＝Ａｋ／ｋｍ；ｆｐ ＝Ｆｐ／ｍｅｂｍω
２
ｎ，

ｆｇ＝Ｆｇ／ｍｅｂｍω
２
ｎ；

ｆｅ＝ａｅｃｏｓ（Ωｈτ＋ｅ），
ａｅ＝ＡｅΩ

２
ｈ／ｂｍ；

ｆ（λ）＝
λ－珋ｂｍ， λ＞珋ｂｍ；

０，　　 ｜λ｜≤１；
λ＋珋ｂｍ， λ＜－珋ｂｍ

{
．

其中，ｉ＝ｙ，ｚ；ｊ＝ｐ，ｇ．

３　系统的分岔特性分析
对间隙型非线性方程组（２），用ＰＮＦ方法（参

考文献［１０］）对其进行求解，得到的系统响应也
以量纲一化的形式给出．

系统主要参数为：齿数ｚｐ ＝３６，ｚｇ＝１２３；模
数ｍ＝４ｍｍ；齿宽Ｂ＝３０ｍｍ；压力角αｎ＝２０°；
传动误差均值ｅ０ ＝０μｍ，幅值Ａｅ＝１５μｍ，初始
相位角ｅ＝０；驱动转矩Ｔｐ＝３００Ｎ·ｍ；负载转
矩Ｔｇ＝１０２５Ｎ·ｍ；齿侧间隙ｂｍ ＝１００μｍ；啮合
刚度ｋｍ ＝３２×１０

８Ｎ·ｍ－１；小直齿轮支承刚度
ｋｙｐ ＝ｋｚｐ ＝２８×１０

８Ｎ·ｍ－１，面齿轮支承刚度
ｋｙｇ＝ｋｚｇ＝５２×１０

８Ｎ·ｍ－１．
３．１　系统的倍周期分岔

图２为时变啮合刚度幅值系数ａｋ从０４增大
到０５的过程中系统的倍周期分岔特性图．由系
统的庞加莱截面图可见，在ａｋ ＝０４２０处系统响
应依然为５周期次谐响应（图３（ａ））；当增大到
０４６０时，系统分岔为 １０周期次谐响应（图
３（ｂ））；然后在ａｋ＝０４８５处进一步分岔为２６周
期次谐响应（图３（ｃ））；其后的分岔域越来越短，
最后进入混沌响应（如图３（ｄ））．
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图２　系统倍周期分岔图（ａｋ＝０４～０５）

３．２　系统的拟周期分岔
当啮合阻尼比 ξｇ由００６１减小到００６０时，

可以观察到系统响应由拟周期道路到达混沌的过

程，如图４所示．
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图３　不同时变啮合刚度幅值系数ａｋ对应的
系统庞加莱截面图
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图４　系统拟周期分岔图（ξｇ＝０．０６１～０．０６０）

　　由各参数点处系统响应的庞加莱截面图可
见，在 ξｇ ＝００６０５１００附近系统响应为拟周期
响应，如图５（ａ）所示；当 ξｇ减小到００６０４１６９
时，系统的拟周期环面破碎为数个小的吸引子区

域，如图５（ｂ）所示；当ξｇ继续减小到００６０３９００
时，系统响应为１７周期次谐响应，如图 ５（ｃ）所
示；随着ξｇ进一步减小到００６０３７５０附近时，系
统再次进入拟周期响应，如图５（ｄ）所示．经过一
系列的拟周期分岔后，系统最终进入混沌响应，此

时系统响应相图和庞加莱截面图如图５（ｅ）、图５
（ｆ）所示．
　　由以上分析可以看出，啮合阻尼比从００６１
减小到００６０的过程中，系统响应经历了周期—
拟周期—拟周期环破碎—周期—拟周期…的拟周

期分岔道路．
３３　系统的边界激变

在一定的参数条件下，还可以观察到系统通

过边界激变到达混沌响应的现象．
图６所示即为改变综合传动误差幅值ａｅ时系

统的激变，当ａｅ＝０１１６时，系统响应为２周期响

·９０１·第３期 杨振，等：正交面齿轮传动系统分岔特性



应（图７（ａ））；当ａｅ传减小到０１１５附近时，系统
响应发生激变进入混沌响应，如图７（ｂ）所示．
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图５　不同啮合阻尼比ξｇ对应的系统庞加莱截面图
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图６　系统激变分岔图（ａｅ＝０１２０～０１１２）
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图７　不同综合误差幅值ａｅ对应的系统庞加莱截面图

４　结　论
１）建立了包含支承、齿侧间隙、时变啮合刚

度、综合传动误差、阻尼和外激励等参数的面齿轮

传动系统的非线性动力学模型．
２）系统通向混沌的途径主要有周期倍化道

路、拟周期道路以及边界激变．
３）不同的系统参数，甚至同一参数的不同区

段，系统会以不同的道路进入混沌区域．
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