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摘　要：为了解决现有特征选择算法没有同时考虑特征之间以及特征与类别之间的相关性，且存在计算量
大、适用范围窄等问题，从均方误差最小的分类训练准则出发，并借鉴线性鉴别分析的思想，提出了一种类内

方差与相关度结合的特征选择算法，并使用核方法将其推广到可以解决非线性分类的特征选择问题．该算法
不仅同时考虑了样本特征之间以及特征与分类标号之间的相关性，而且使得类内方差最小，有效地提高了分

类器的性能．仿真实验表明：该算法适用于对特征数量多、特征相关性强的数据集进行特征选择，其选择的特
征子集能够显著提高分类精度，具有较大的优越性．
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　　通常，维数约简方法主要有特征提取和特征
选择两类．其中，特征提取是指通过线性或非线性

方式把原有的高维数据特征变换为低维数据特

征，如 ＰＣＡ、ＦＤＡ、ＫＰＣＡ等［１－４］；特征选择是指从

大量的原始特征中选择出少量有用的特征．与特
征提取方法相比，特征选择方法能够较好地保留

原有特征的物理意义，便于对数据的理解，具有一

定的优越性．但是，目前大部分特征选择算法没有
同时考虑特征之间以及特征与类别之间的相关



性，且存在计算量大、适用范围窄等问题［４－６］．
本文从均方误差最小训练准则出发，推导出

基于相关度的特征选择准则．该准则能够使所选
特征之间的相关性最小，同时使特征与样本类标

号之间的相关性最大，适用于线性可分数据集的

特征选择问题．考虑到该准则不能反映样本分布，
进而无法保证所选特征是最优特征的问题，本文

把线性鉴别分析（ｌｉｎｅａｒｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔａｎａｌｙｓｉｓ；
ＬＤＡ）可以获取与样本分布一致的分类超平面的
特性引入上述特征选择准则，提出了一种类内方

差与相关度结合的特征选择算法．分析了算法的
物理意义，并从理论上对其优越性进行了说明．

１　ＬＤＡ的算法分析
ＬＤＡ是重要的特征提取方法，广泛用于聚类

分析和模式分类中［６］．该方法基于类内散度最
小、类间散度最大准则，找出一个能够反映数据分

布的最优鉴别向量，有利于数据模式的分类和分

类器泛化能力的提高［１，６］．
对ｍ个类的训练数据样本｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｍ｝，

其中 Ｘｉ ＝｛（ｘｉｊ，ｙｉ）｝
ｎｉ
ｊ＝１表示类 ｃｉ的样本集合，

ｘｉｊ∈Ｒ
ｄ×１是ｄ维的列向量，ｙｉ是类标号，ｉ＝１，２，…，

ｍ，及ｊ＝１，２，…，ｎｉ．设ｎｉ为类ｃｉ的样本数量，样本

总体数量为ｎ，那么ｎ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｎｉ．令珔ｕｉ为类ｃｉ的样本

均值，珔ｕ为总体样本的均值，即

珔ｕｉ＝
１
ｎｉ∑

ｎｉ

ｊ＝１
ｘｉｊ，　ｉ＝１，２，…，ｍ，

珔ｕ＝１ｎ∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎｉ

ｊ＝１
ｘｉｊ，

则类内散度和类间散度矩阵可以定义为

Ｓｗ ＝
１
ｎ∑

ｍ

ｉ＝１
∑
ｎｉ

ｊ＝１
（ｘｉｊ－珔ｕｉ）（ｘｉｊ－珔ｕｉ）

Ｔ，

Ｓｂ ＝
１
ｍ∑

ｍ

ｉ
ｐｒ（ｃｉ）（珔ｕ－珔ｕｉ）（珔ｕ－珔ｕｉ）

Ｔ．

其中，ｐｒ（ｃｉ）是类ｃｉ的先验概率，既可以把它们设
定为ｐｒ（ｃｉ）＝ｎｉ／ｎ，也可以按照统计的方法确定
类 ｃｉ在样本集合中出现的概率作为先验概率
ｐｒ（ｃｉ）．根据ＬＤＡ思想，其特征提取准则为

ＪＳ（ｗ）＝ｍａｘ
ｗ

ｗＴＳｂｗ
ｗＴＳｗｗ

．

其中：ｗＴＳｂｗ为类间散度，表示类间的距离；
ｗＴＳｗｗ为类内散度，表示同类样本的方差，其值越
小，表示同类样本聚集程度越大；ｗ为鉴别向量，
也称为特征变换向量．

ＬＤＡ求取的鉴别向量能够有效地与样本分

布相一致，具有较好的泛化性能，但是鉴别向量存

在不能划分线性可分样本的问题，影响了分类器

的性能［６－８］．基于经验风险的均方误差最小化准
则（ｍｉｎｉｍｕｍｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒ；ＭＳＥ）训练得到的分类
器能够有效区分线性可分的分类样本，但是不能

保证分类超平面方向与样本数据分布一致，因而

其存在训练精度很高而泛化性能不高的问题．
从上述分析可以看出，如果把 ＬＤＡ与 ＭＳＥ

准则相结合，那么选择的特征不仅能够反映样本

的数据分布，同时还可能具有较高的分类精度．为
此，本文首先从 ＭＳＥ准则出发，给出了基于相关
度的特征选择准则，然后把ＬＤＡ思想与相关度准
则相结合，提出了一种新的特征选择算法．

２　基于相关度的特征选择准则
设分类训练样本集合为

｛（ｘｉ，ｙｉ）｝
ｎ
ｉ＝１，

其中ｘｉ∈Ｒ
ｄ，ｙｉ∈｛－１，１｝，ｉ＝１，…，ｎ．

令

Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］，Ｙ＝［ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ］．
这里Ｘ可以看作是一个 ｄ维随机向量，其各时刻
的值为ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ；Ｙ可以看作是一个随机变量，
其各时刻的值为ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ．假设线性分类器模
型为

ｙ＝ｗＴｘ，
其中ｗ和ｘ均是ｄ维列向量，设该线性分类器的训
练准则为

ｍｉｎ
ｗ
‖Ｙ－ｗＴＸ‖２． （１）

　　令
ｒ＝‖Ｙ－ｗＴＸ‖２，

则

ｒ＝ＹＴＹ－ＹＴｗＴＸ－ＸＴｗＹ＋ＸＴｗｗＴＸ．（２）
　　 对已知的训练样本集合，ＹＴＹ是常数，
ＹＴｗＴＸ＝ＸＴｗＹ，在两边分别乘以Ｘ和ＸＴ，并将Ｘ
的自相关矩阵和Ｘ与Ｙ的相关矩阵分别记为ＣＸＸ、
ＣＸＹ，则式（２）的等价形式为

ｒＣＸＸ ＝－２ＣＸＹｗ
ＴＣＸＸ ＋ＣＸＸｗｗ

ＴＣＸＸ． （３）
　　对已知训练样本集合 Ｘ，自相关矩阵 ＣＸＸ为
已知的对称矩阵，即 ＣＸＸ ＝Ｃ

Ｔ
ＸＸ．在式（３）两边分

别乘以ｗＴ和ｗ，则变为
ｒｗＴＣＸＸｗ＝（ｗ

ＴＣＸＸｗ－２ｗ
ＴＣＸＹ）ｗ

ＴＣＸＸｗ．（４）
　　把式（４）看作为对ｗ的最小优化求解问题，
由于ｗＴＣＸＸｗ为标量，则式（１）表示的分类器训练
准则等价于如下形式：

ｍｉｎ
ｗ
ｒ＝ｗＴＣＸＸｗ－２ｗ

ＴＣＸＹ． （５）
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　　根据经验风险最小化训练准则，如果要使式
（１）所示的均方误差最小，那么就应该使得式（５）
中ｗＴＣＸＸｗ尽可能最小，同时使得ｗ

ＴＣＸＹ值尽可能
最大，这里系数向量ｗ可以看作特征选择因子．由
相关性的物理意义可知，ｗＴＣＸＸｗ可以看作为数据
样本特征之间相关性的度量；ｗＴＣＸＹ可以看作为
数据样本特征与类标号之间相关性的度量，本文

把上述２种相关性度量分别称为特征相关度以及
特征与类标号相关度．很明显，要使分类器训练经
验风险最小，特征选择因子 ｗ必须使特征相关度
最小的同时使特征与类标号相关度最大．基于上
述考虑，本文给出一种基于相关度的特征选择准

则（ＣＭＦＳ），即

ＣＭＦＳ：ＪＬＳ１（ｗ）＝ｍａｘ
ｗ

ｗＴＣＸＹ
ｗＴＣＸＸｗ

．

上述准则较好地克服了目前特征选择算法中因

没有考虑特征之间的相关性问题而导致分类器性能

不佳的问题．对 ｗＴＣＸＸｗ规格化，即 ｗ
ＴＣＸＸｗ＝１，

那么上面优化问题可写为如下形式：

ＣＭＦＳ：
ＪＬＳ１（ｗ）＝ｍａｘｗ ｗ

ＴＣＸＹ，

ｓ．ｔ．ｗＴＣＸＸｗ＝１．
上述优化问题的目标函数与约束条件的 Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ函数为
Ｌ（ｗ）＝ｗＴＣＸＹ－λ（ｗ

ＴＣＸＸｗ－１）． （６）
　　由式（６）对向量ｗ进行求导并等于０得

ＣＸＹＣＹＸｗ＝４λ
２ＣＸＸｗ，

即

（０．２５Ｃ－１ＸＸＣＸＹＣＹＸ －λ
２）ｗ＝０．

显然，优化问题的解是矩阵 Ｃ－１ＸＸＣＸＹＣＹＸ的最
大特征值对应的特征向量．需要注意的是，上述特
征选择准则是根据 ＭＳＥ准则推导出来的．由第１
节可知，根据ＣＭＦＳ求取的特征向量虽然具有较
高的分类精度，但难以保证分类器的泛化性能．而
基于ＬＤＡ求取的鉴别向量用于分类精度不高，但
是能够反映样本的分布．因此，下面本文把 ＬＤＡ
思想引入到 ＣＭＦＳ，充分利用二者的优点同时克
服它们的缺点．

３　类内方差与相关度结合的特征选
择算法

　　结合ＬＤＡ特征选择算法和 ＣＭＦＳ的优点，提
出了一种类内方差与相关度结合的特征选择准则

（ＷＶＣＭＦＳ），即

ＷＶＣＭＦＳ：Ｊｓ（ｗ）＝ｍａｘｗ
ｗＴＣＸＹ

（１－ａ）ｗＴＣＸＸｗ＋ａｗ
ＴＳｗｗ

．

（７）

其中，ａ∈［０，１］是一个正数因子，用来控制类内
方差度在特征选择准则中的作用．从式（７）可以
看出，特征选择准则不仅考虑了样本特征与类标

号之间的相关性以及特征之间的相关性，而且能

够使得类内方差最小，因而选择得到的特征能够

有效地提高分类器性能．
与第２节优化问题方法求解类似，首先对式

（７）的优化问题中目标函数的分母进行规格化，
即

（１－ａ）ｗＴＣＸＸｗ＋ａｗ
ＴＳｗｗ＝１．

那么优化问题的解可通过式（８）求出：
（０．２５（（１－ａ）ＣＸＸ＋ａＳｗ）

－１ＣＸＹＣＹＸ－γ
２）ｗ＝０．

（８）
可以看出，式（７）所示的优化问题的解是矩

阵（（１－ａ）ＣＸＸ ＋ａＳｗ）
－１ＣＸＹＣＹＸ的最大特征值对

应的特征向量ｗ．
本文采用搜索特征选择方法从输入数据特征

中选择一定数量的特征．
假设待选的特征集合为Ｓ０＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｄ｝，已

选特征集合为Ｆ０，从Ｓ０中去除一个特征ｘｉ，剩余特征
集合记为｛Ｓ０－ｘｉ｝，然后根据式（８）计算特征集合
｛Ｓ０－ｘｉ｝对应的最大特征值，记为γ｛Ｓ０－ｘｉ｝，ｉ＝１，
２，…，ｄ．根据γ｛Ｓ０－ｘｊ｝ ＝ｍｉｎｉ γ｛Ｓ０－ｘｉ｝选择特征ｘｊ，并

记Ｓ１＝｛Ｓ０－ｘｊ｝为Ｓ０去除特征ｘｊ得到的新特征
集合，已选特征集合变为Ｆ１＝｛Ｆ０，ｘｊ｝．同样使用
上述方法从待选特征集合 Ｓ１中选择下一个特征
到Ｆ１中，此时已选、候选特征集合分别变为Ｆ２和
Ｓ２．依次类推，直至选取预先设定的Ｍ个特征．

可以看出，上述特征选择方法每一次只能选

择一个特征，在选择过程中已选特征与待选特征

之间的相关性并不能被很好地考虑，不能保证最

终选择的特征子集是最优的．

４　推广的类内方差与相关度结合的
特征选择算法

　　由于上述特征选择算法针对的是线性分类数
据样本，而实际很多分类数据样本是非线性的，为

了寻找一种针对非线性分类数据样本的特征选择

算法，本文使用核方法把上述算法推广到解决非

线性特征选择问题．
首先，通过非线性特征映射 ψ（·）将分类训

练样本集合｛（ｘｉ，ｙｉ）｝
ｎ
ｉ＝１映射到高维特征空间中，

特征空间分类样本变为｛（ψ（ｘｉ），ｙｉ）｝
ｎ
ｉ＝１ Ｒ

ＮＦ，

然后，在高维特征空间ＲＮＦ上的样本集进行分类．
在特征空间上线性分类器的形式为
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Ｙ＝ｗＴψＺ，
其中：

Ｚ＝［ψ（ｘ１），ψ（ｘ２），…，ψ（ｘｎ）］；
ｗψ为高维特征空间中的线性分类器法向量，

ｗψ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
βｉψ（ｘｉ）＝Ｚβ；

β＝［β１，β２，…，βｎ］Τ∈Ｒ
ｎ．

对一个非线性特征映射ψ（·），存在一个核函
数Ｋ（ｘ，ｙ），使得

Ｋ（ｘ，ｙ）＝ψ（ｘ）Ｔψ（ｙ）．
式（８）可以写为如下形式：

　ＺＹＴＹＺＴＺβ＝４γ２（（１－ａ）ＺＺＴ＋ａＳｗψ）Ｚβ． （９）
　　定义核矩阵Ｋ和Ｈ为

Ｋ＝ＺＴＺ＝［Ｋ（ｘｉ，ｘｊ）］ｉ，ｊ＝１２，…，ｎ，
Ｈ ＝Ｋ－ｌｎＫ－Ｋｌｎ＋ｌｎＫｌｎ，

其中ｌｎ ＝［ｌ／ｎ］ｎ×ｎ．
对式（９）两边分别乘以ＺＴ，如果（１－ａ）ＫＫ＋

ａＨＴＨ可逆，则式（５）可写为
（（（１－ａ）ＫＫ＋ａＨＴＨ）－１ＫνＫ－４γ２）β＝０．

（１０）
式中ν＝ＹＴＹ是ｎ×ｎ的矩阵．很显然，针对非线性
分类 问 题， 特 征 选 择 的 优 化 问 题 解 是

（（１－ａ）ＫＫ＋ａＨＴＨ）－１ＫνＫ最大特征值对应的
特征向量β．

为防止式（１０）矩阵求逆时，因矩阵奇异而导
致数值求解不稳定问题，可使用ｋＩ作为正则化项
来解决矩阵奇异问题［６］，这里 Ｉ是单位矩阵，ｋ是
一个正数．因此式（１０）写为
（（（１－ａ）ＫＫ＋ａＨＴＨ＋ｋＩ）－１ＫνＫ－４γ２）β＝０．

虽然用核方法将第３节提出的特征选择算法
扩展为针对非线性分类问题的特征选择算法，但

是，本节针对非线性分类问题特征选择算法的优

化问题解β 与第３节针对线性分类问题特征选
择算法的优化问题解ｗ 的含义是不同的．ｗ 可
以看成是特征压缩因子，其分量的绝对值大小代

表相应特征的重要性，因而可以直接用于特征选

择．然而β 的维数与训练样本的数目一致，其分
量的绝对值大小可以看成是训练样本在分类器模

型中的重要程度．因此，基于核方法扩展的特征选
择算法只能使用第３节算法选择特征子集．

５　仿真实验
本文算法是 Ｆｉｌｔｅｒ方法，与考虑了特征之间

相关性的 ＡＢＢ［９］、ＲＥＬＩＥＦ－Ｆ［１０］和 ＣＦＳ［４］、
ＣＰＳＳ［５］共４种 ｆｉｌｔｅｒ方法进行比较．实验中使用
ＲＢＦ核函数，核函数参数σ＝８，正则化参数ｋ＝
５，模型参数使用交叉验证方法确定．实验中使用
ＵＣＩ的 ｂｒｅａｓｔ－ｗ、ｗｉｎｅ、ｉｒｉｓ、ｂｒｅａｓｔｃａｎｃｅｒ、ｓｏｎａｒ
数据集，使用１０ｆｏｌｄ交叉验证确定算法的预测结
果．由于ｆｉｌｔｅｒ算法是独立于分类器的特征选择算
法，因此本文使用ＳＶＭ对选择特征后的数据集进
行分类，且ＳＶＭ同样采用 ＲＢＦ核函数，参数与本
文算法的核函数参数相同．ＡＢＢ、ＲＥＬＩＥＦＦ、ＣＦＳ
和ＣＰＳＳ分别采用核函数参数为１０、１５、２０和１０，
且使用它们中最好的结果与本文算法进行比较，

结果如表１所示．
　　从表１可以看出，本文算法总体上取得令人
满意的分类精度，但是对个别数据集，其性能不是

最好的，原因是数据集含有的特征数目太少，不能

体现本算法的优势，如 ｗｉｎｅ数据集只有１３个特
征，对特征数量较多、特征之间相关性较大的数据

集，如ｓｏｎａｒ数据集（６０个特征），本文算法能够取
得较高的分类精度．

表１　本文算法与ＡＢＢ、ＲＥＬＩＥＦ－Ｆ、ＣＦＳ分类精度和ＣＰＳＳ方式分类精度比较

数据集
分类精度

ＡＢＢ ＲＥＬＩＥＦ－Ｆ ＣＦＳ ＣＰＳＳ 本文算法

ｂｒｅａｓｔｗ ０７６７±０００６ ０６６７±００１７ ０８８１±０００９ ０７０３±００１７ ０７５６±０００９

ｗｉｎｅ ０８８９±０００９ ０９２９±００２４ ０９５８±００１２ ０８９６±００１３ ０９２９±００１５

ｉｒｉｓ ０９５０±００１２ ０９３５±００２５ ０９５４±００１０ ０９５５±００１０ ０９５８±００１２

ｂｒｅａｓｔｃａｎｃｅｒ ０６９９±００１４ ０７０８±０００８ ０７１５±００２０ ０７２３±００２１ ０７２９±００１６

ｓｏｎａｒ ０７００±００２１ ０７００±００２０ ０７０１±００２５ ０７２０±００２９ ０７３０±００３１

６　结　论
１）本文从均方误差最小的分类训练准则出

发，并借鉴线性鉴别分析的思想，提出了一种类内

方差与相关度结合的特征选择算法，并使用核方

法将其推广到可以解决非线性分类的特征选择问
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题．该算法不仅同时考虑了样本特征之间以及特
征与分类标号之间的相关性，而且使得类内方差

最小，有效地提高了分类器的性能．
２）仿真实验表明，本文算法适用于对特征数

量多、特征之间相关性强的数据集进行特征选择，

其选择的特征子集能够显著提高分类精度，具有

较大的优越性．
３）尽管本文算法能够有效选取样本特征，但

是如何从理论上确定合适的选取特征数目仍然是

一个需要解决的问题．
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成电解加工阴极运动设计，精确地控制实际加工

中去除材料的厚度，具有较高的工程实用价值．
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