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频域法在分数阶混沌系统计算中的局限性分析
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摘　要：基于分数阶积分算子在频域内的响应，分析了频域近似法在分数阶混沌系统计算中的局限性．频域
近似法只能在期望的频带范围内实现与实际系统的近似，而在高频与低频段都存在着较大的误差．因此，当
其应用到分数阶混沌系统计算时存在着很大的局限性，甚至得到与预估－校正算法完全不同的结论．通过对
分数阶Ｃｈｅｎ系统的仿真，验证了该结论的正确性．
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　　分数阶微分方程作为整数阶微分方程的推
广，虽然已有３００多年的历史，但由于缺乏实际的
应用背景，一直处于纯粹理论研究阶段．近几十年
来，随着分数阶计算技术的发展，其在应用数学、

医疗、材料、信息科学等很多学科得到了广泛的发

展［１－２］．此外，混沌作为非线性科学研究的热点之
一，近年来得到了快速的发展［３－４］．将分数阶系统
和混沌相结合，能进一步提高混沌系统的保密性

能，增加破译难度．为此，人们相继提出了各种各
样的分数阶混沌系统［５－６］及相关的控制和同步方

法［７－８］．
在分数阶计算方面目前主要有２种方法，一

种是基于时域的预估 －校正算法［９－１１］，另一种是

基于频域的近似方法．而频域近似方法又可以分
为２类，一类是基于连分式展开和插值（ｃｏｎｔｉｎｕｅｄ
ｆｒａｃｔｉｏｎｅｘｐａｎｓｉｏｎｓａｎｄｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ）的
近似方法，以 Ｃａｒｌｓｏｎ［１２］和 Ｍａｔｓｕｄａ［１３］算法为代
表；而另一类是基于曲线拟合及辨识技术（ｃｕｒｖｅ
ｆｉｔｔｉｎｇｏｒｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ）的近似方法，以
Ｏｕｓｔａｌｏｕｐ［１４］和 Ｃｈａｒｅｆｆ［１５］算法为代表．然而无论
何种方法，都是在期望频带范围内的一种近似处

理，而这种近似在一定程度上都会影响对分数阶

系统的分析与计算，当频域近似法应用到分数阶



混沌系统计算时，甚至无法判断系统是否存在混

沌［１６］．
文献［１６］认为有限的直流增益使得频域近

似方法改变了系统原有的平衡点及其稳定性，并

使得其在仿真时存在局限性．本文受其启发，通过
分析频域近似法积分算子的ｂｏｄｅ图，发现虽然在
期望频带范围内，频域法能很好的逼近真实的频

率响应，但是无论在低频还是高频段都存在着较

大的误差．正是由于这个误差导致了频域法在计
算时存在一定的局限性，而并非仅仅由文献［１６］
所述的有限直流增益导致了该局限性．当应用频
域近似法判断系统是否存在着混沌吸引子，以及

控制混沌系统时，该局限性导致所得到的结果与

真实情况存在着较大差异．

１　分数阶微积分
１１　分数阶微积分的定义

目前为止，分数阶微积分定义有多种不同的

方式，如 ＧｒüｎｗａｌｄＬｅｔｎｉｋｏｖ定 义，ＲｉｅｍａｎｎＬｉ
ｏｕｖｉｌｌｅ定义（ＲＬ定义），Ｃａｐｕｔｏ定义，Ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ
定义，Ｎｉｓｈｉｍｏｔｏ定义等，在研究过程中采用最多
的是ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ定义，因此它的理论也被
研究得相对深入和广泛．ＲＬ微分定义为［１７］

αＤ
ｒ
ｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－ｒ）

ｄｎ

ｄｔｎ∫
ｔ

α

ｆ（τ）
（ｔ－τ）ｒ－ｎ＋１

ｄτ．

其中Γ（·）为Ｇａｍｍａ函数，ｎ－１＜ｒ＜ｎ．虽然ＲＬ
定义可以简化分数阶导数的计算，但是必须指定

未知解在初始值处分数阶导数的值，考虑到实际

物理系统中分数阶导数的意义不是很明确，引入

Ｃａｐｕｔｏ导数．首先定义α阶ＲＬ积分算子Ｊα，如下
所示：

Ｊαｙ（ｔ）＝ １
Γ（α）∫

ｔ

０
（ｔ－τ）α－１ｙ（τ）ｄτ，α＞０．

则α阶Ｃａｐｕｔｏ微分算子Ｄαｔ定义为
Ｄαｔｙ（ｔ）＝Ｊ

ｍ－αｙ（ｍ）（ｔ），α＞０．
其中ｍ＝［α］为α的整数部分．为了简化计算，文
中假设α均满足０＜α＜１．
１２　分数阶微积分的计算

目前，分数阶微分方程的计算主要有２种方
法．一种是基于时频域转换的算法，另一种是数值
的预估－校正算法．

时频域转换主要采用整数阶拟合分数阶的方

式，利用求解整数阶的方法来计算．工程上一般是
在感兴趣的频段内通过求解频域的Ｓα，得到频域
的展开形式，再将频域形式转化为时域的整数阶

状态方程［１５］．以 Ｃｈａｒｅｆｆ方法为例，在 ｌａｐｌａｃｅ域

内，当传递函数为Ｈ（ｓ）＝１／ｓα时，在ｂｏｄｅ图上就
是１条以－２０αｄＢ／ｄｅｃａｄｅ为斜率的曲线．如图１
所示，其中系统阶次α＝０５，实线为真实的频率
响应，其它的２条曲线分别为误差为１ｄＢ和３ｄＢ
的近似频率响应曲线．依据 Ｃｈａｒｅｆｆ方法［１５］，通过

确定曲线拟和的最大误差 ｙｄＢ，转折频率 ＰＴ、以
及频带范围ω＝［ωｍｉｎωｍａｘ］，就可以得到传递函
数的近似形式为

Ｈ（ｓ）＝１
ｓα
≈ １

１＋ｓＰ( )
Ｔ
α
≈
ΠＮ－１ｉ＝０（１＋ｓ／ｚｉ）
ΠＮｉ＝０（１＋ｓ／ｐｉ）

．

其中 Ｎ＝１＋［ｌｏｇ（ωｍａｘ／ｐ０）／ｌｏｇ（ａｂ）］．例如当
ｙ＝２ｄＢ，ＰＴ ＝１，ω＝［００１１００］，α＝０９时
１
ｓ０９
＝ ０２４２６ｓ

２＋５２５７５６ｓ＋６７４９９３
０１ｓ３＋３６１５４９ｓ２＋７７８９３３ｓ＋１

．

文献［１７］给出了一系列近似的表．
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图１　分数阶积分１／ｓ０５的频域响应

　　预估－校正算法中常采用的是基于 Ａｄａｍｓ
ＢａｓｈｆｏｒｔｈＭｏｕｌｔｏ预估 －校正方法［９－１１］，其计算方

法表述如下．
考虑微分方程

Ｄαｔｙ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｙ（ｔ）），０≤ｔ≤Ｔ．
其初值为ｙ（ｋ）（０）＝ｙ（ｋ）０ ，ｋ＝０，１，…，ｍ－１，与其
等价的Ｖｏｌｔｅｒｒａ积分方程为

ｙ（ｔ）＝∑
ｍ－１

ｋ＝０
ｙ（ｋ）０
ｔｋ
ｋ！＋

１
Γ（α）∫

ｔ

０
（ｔ－τ）α－１

ｆ（τ，ｙ（τ））ｄτ．
令ｈ＝Ｔ／Ｎ，ｔｎ ＝ｎｈ，ｎ＝０，１，…，Ｎ∈Ｚ

＋，

首先进行 ＡｄａｍｓＢａｓｈｆｏｒｔｈ预估可得如下的预估
公式：

ｙｐｈ（ｔｎ＋１）＝∑
ｍ－１

ｋ＝０

ｔｋｎ＋１
ｋ！ｙ

（ｋ）
０ ＋

１
Γ（α）∑

ｎ

ｊ＝０
ｂｊ，ｎ＋１ｆ（ｔｊ，ｙｈ（ｔｊ））．

其中ｂｊ，ｎ＋１＝ｈα（（ｎ＋１－ｊ）α－（ｎ－ｊ）α）／α，然后
再进行ＡｄａｍｓＭｏｕｌｔｏｎ校正

　ｙｈ（ｔｎ＋１）＝∑
ｍ－１

ｋ＝０

ｔｋｎ＋１
ｋ！ｙ

（ｋ）
０ ＋ ｈα

Γ（α＋２）
·
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　　ｆ（ｔｎ＋１，ｙ
ｐ
ｈ（ｔｎ＋１））＋

ｈα

Γ（α＋２）∑
ｎ

ｊ＝０
ａｊ，ｎ＋１ｆ（ｔｊ，ｙｈ（ｔｊ））．

其中：

ａｊ，ｎ＋１ ＝

　
ｎα＋１－（ｎ－α）（ｎ＋１）α，
（ｎ－ｊ＋２）α＋１＋（ｎ－ｊ）α＋１－２（ｎ－ｊ＋１）α＋１，
１

{
，

ｊ＝０；
１≤ｊ≤ｎ；
ｊ＝ｎ＋１．

１３　分数阶系统的稳定性
考虑具有以下形式的线性分数阶系统：

ｄα１ｘ１
ｄｔα１

＝ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋… ＋ａ１ｎｘｎ，

ｄα２ｘ２
ｄｔα２

＝ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋… ＋ａ２ｎｘｎ，



ｄαｎｘｎ
ｄｔαｎ

＝ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋… ＋ａｎｎｘｎ













 ．

其中αｉ∈ （０，１］．假定 Ｍ是 αｉ分母的最小公倍
数，其中αｉ＝ｖｉ／ｕｉ，（ｕｉ，ｖｉ）＝１，ｕｉ，ｖｉ∈Ｚ

＋，定义

矩阵

Δ（λ）

λＭα１－ａ１１ －ａ１２ … －ａ１ｎ
－ａ２１ λＭα２－ａ２２ … －ａ２ｎ
  

－ａｎ１ －ａｎ２ … λＭαｎ－ａ













ｎｎ

．

由文献［１６］可知，如果Δ（λ）的所有特征值λ
满足｜ａｒｇ（λ）｜≥π／２Ｍ，则系统是渐进稳定的．

而针对非线性形式的分数阶系统

ＤｑＸ＝ｆ（Ｘ）．
　　若系统矩阵Ａ＝（ｆ／Ｘ） Ｘ＝ＸＷ的所有特征

值λ满足｜ａｒｇ（λ）｜＞ｑπ／２，则系统是渐进稳定
的，其中 ＸＷ 为计算 ｆ（Ｘ）＝０得到的系统的平
衡点．

２　频域近似方法的局限性分析
从频域近似方法中积分算子的频域 ｂｏｄｅ图

分析入手，分析了频域近似方法的局限性．
考虑具有以下形式的分数阶混沌系统：

Ｄαｔｘ＝ｆ（ｘ）． （１）
其中 ｆ（ｘ） ＝ ［ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｎ（ｘ）］

Ｔ，ｘ＝
［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］

Ｔ，将算子１／ｓα用频域方法近似为

１
ｓα
≈
ｂｐｓ

ｐ＋… ＋ｂ１ｓ＋ｂ０
ａｍｓ

ｍ ＋… ＋ａ１ｓ＋ａ０
．

则式（１）就可以表示为

　ａｍ
ｄｍ

ｄｔｍ
ｘ＋… ＋ａ１

ｄ
ｄｔｘ＋ａ０ｘ＝ｂｐ

ｄｐ

ｄｔｐ
ｆ（ｘ）＋… ＋

　　　ｂ１
ｄ
ｄｔｆ（ｘ）＋ｂ０ｆ（ｘ）． （２）

通过计算可知式（２）的平衡点满足方程
ｆ（ｘ）＝ｇｘ．

其中ｇ＝ａ０／ｂ０被称之为直流增益
［１６］．由于ｇ是有

限的，系统（１）的平衡点将由 ｆ（ｘ）＝０转变为
ｆ（ｘ）＝ｇｘ，相对应的平衡点的稳定性也发生了改
变［１６］．本文在此基础之上，从积分算子的频率响
应入手，由图１可知，有限的直流增益ｇ使得频域
近似方法所得到的频率响应在低频段与真实响应

存在着较大的误差．
相对应图１的高频段，由于 ｓｐ ｓｐ－１，所以

１／ｓα的频域表达式又可以表示为
１
ｓα
≈
ｂｐｓ

ｐ＋… ＋ｂ１ｓ＋ｂ０
ａｍｓ

ｍ ＋… ＋ａ１ｓ＋ａ０
≈
ｂｐｓ

ｐ

ａｍｓ
ｍ≈

ｂｐ
ａｍｓ

ｍ－ｐ．

　　由于一般的频域近似方法满足ｍ∈Ｎ，ｐ∈Ｎ
且ｍ－ｐ≥１，所以，在高频段频域，近似方法所得
到的近似频率响应与真实响应同样存在着较大的

误差．
此外，从 ｂｏｄｅ图中关于 －２０αｄＢ／ｄｅｃａｄｅ为

斜率的曲线描述可以发现，随着系统阶次 α从１
到０逐渐减小，系统的低频误差将逐渐减小，而高
频误差则逐渐增大．也就是说在系统阶次较接近
１时，主要是低频段的近似引起的误差占据主导
地位，而随着系统阶次越来越接近０，高频的误差
将越来越明显．

至此有以下结论：在一定的误差范围内，以及

适当频带范围ω＝［ωｍｉｎωｍａｘ］，频域近似方法都
能很好的逼近真实的频率响应．但是在频带范围
之外，无论是低频还是高频，频域近似方法都存在

较大的误差．正是由于这个误差的存在，使得频域
近似方法在分数阶系统计算中存在着一定局限

性，限制了频域法在混沌系统控制中的应用．

３　仿真实例
采用与文献［１６］相同的分数阶 Ｃｈｅｎ系统为

例，来验证本文关于频域法局限性的分析．同时说
明并非仅仅由于文献［１６］所述的有限直流增益
导致了该局限性的产生．分数阶Ｃｈｅｎ系统可以表
示为

ｄｑｘ
ｄｔｑ
＝ａ（ｙ－ｘ），

ｄｑｙ
ｄｔｑ
＝（ｃ－ａ）ｘ＋ｃｙ－ｘｚ，

ｄｑｚ
ｄｔｑ
＝ｘｙ－ｂｚ．

其中ａ、ｂ、ｃ为常值参数．对于不同的 ａ、ｂ、ｃ参数，
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文献［１８］已经通过数值算法证明：在系统阶次为
０３时，Ｃｈｅｎ系统仍然能够呈现出混沌运动．当选
择系统参数 （ａ，ｂ，ｃ）＝（４０，３，２８），系统阶次
ｑ＝０９时，Ｃｈｅｎ系统能够表现出类似 Ｌｏｒｅｎｚ系
统的混沌吸引子，如图２所示．其中，仿真采用的
是预估－校正算法．
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图２　分数阶Ｃｈｅｎ系统的混沌吸引子

　　根据１３节关于分数阶系统的稳定性理论，
当参数ａ，ｂ，ｃ取以上参数时，系统能够呈现出混
沌系统的最低阶次为０８８［１６］．换句话说，当系统
阶次低于０８８时，指数为２的鞍点将会渐进的趋
于稳定．系统将会稳定于该鞍点．图３描述了当系
统阶次为０８时，采用预估 －校正算法得到的状
态响应．
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图３　Ｃｈｅｎ系统的状态响应（预估－校正算法）

　　作为对比，采用频域近似的 Ｃｈａｒｅｆｆ方法所得
到的仿真如图４所示．从图４可知，对于相同的初
始条件及系统阶次 ｑ＝０８，Ｃｈａｒｅｆｆ方法虽然相
比预估－校正算法收敛速度较慢，但是最终还是
能够得到与预估校正算法相同的结论，即当系统

阶次小于０８８时趋于稳定．
　　此外，为验证上节关于频域法的局限性，仿照
文献［１６］，当系统阶次 ｑ＝０３时，取 Ｃｈａｒｅｆｆ方
法的 参 数 ｙ ＝ ２ ｄＢ，ＰＴ ＝ ００１，ω ＝
［００１　１００］，可得到如下近似公式：
　（１／ｓ０３）≈（２５１４３ｓ４＋８４７１１４ｓ３＋２８６１４７ｓ２＋
　　　１０５４８２４ｓ＋３８９８６）／（００６４５ｓ５＋
　　　１００８６９ｓ４＋１５８３４７ｓ３＋２７３９７１３ｓ２＋

　　　５２２４５ｓ＋１）．
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图４　Ｃｈｅｎ系统的状态响应（Ｃｈａｒｅｆｆ算法）

　　由此可以得到系统前０３ｓ的状态响应如图
５所示．从图５可以看出系统呈现出类似整数阶
Ｃｈｅｎ系统的混沌行为．
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图５　系统阶次为０３时Ｃｈｅｎ系统的状态
响应（Ｃｈａｒｅｆｆ法仿真结果）

　　上述的仿真结果吻合了文献［１６］的结论，但
是由上节关于频域法的局限性分析可知：频域法

在判断系统是否有因混沌现象而存在的不足，不

仅仅是由于有限直流增益引起的，高频段存在的

误差也同样起着重要的作用．而且随着系统阶次
越来越接近０，高频段的误差越来越占据主要地
位．为了验证上述结论，保持相同的直流增益，而
取较大的上限频率来近似微分算子１／ｓ０３，即取
Ｃｈａｒｅｆｆ方法中的ω＝［００１　１０００］，其它保持
不变，可以得到以下的近似公式：

　（１／ｓ０３）≈（０００９３７３ｓ５＋２８３ｓ４＋８５７７７ｓ３＋
　　２８６５３７ｓ２＋１０５４９５７ｓ＋３８９９）／
　　（０００００５２ｓ６＋００７３ｓ５＋１０２１ｓ４＋
　　１５８５６ｓ３＋２７４０１ｓ２＋５２２５ｓ＋１）．

得到系统前４ｓ的状态响应如图６所示．从
图６可以看出，在不改变Ｃｈａｒｅｆｆ方法的直流增益
基础之上，仅仅加大感兴趣频段的上限截止频率，

以减少高频段的误差，同样可以得到如同预估 －
校正算法相同的结论．这就很好的验证了上节关
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于频域近似方法的局限性分析，从而扩展了文献

［１６］的结论，为进一步加强分数阶系统在工程中
的应用打下了良好的基础．
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图６　Ｃｈｅｎ系统的状态响应（Ｃｈａｒｅｆｆ法中
ω＝［００１，１０００］）

４　结　论
本文从分数阶系统积分算子的 ｂｏｄｅ图出发，

分析了频域近似法的局限性．通过分析发现，频域
近似法在给定的误差范围内、在期望的频带范围

内可以满足近似计算的要求，但是在低频和高频

段都存在着较大的误差，且该误差不会随系统阶

次的变化而变小，而是随着系统阶次的减小，低频

段的误差减小，而高频的误差增大．恰恰是由于该
误差的存在，使得频域近似法在分数阶混沌系统

的计算和仿真中存在一定的局限性，而并非仅仅

由于文献［１６］所述的有限直流增益，导致频域法
在判断系统是否存在着混沌现象中存在着不足．
最后通过对分数阶混沌 Ｃｈｅｎ系统的仿真说明了
该结论的正确性．
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［１７］ＡＨＭＡＤＷＭ，ＳＰＲＯＴＴＪＣ．Ｃｈａｏｓｉｎｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒ
ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．Ｃｈａｏｓ，Ｓｏｌｉｔｏｎｓａｎｄ
Ｆｒａｃｔａｌｓ，２００３，１６（２）：３３９－３５１．

［１８］ＬＵＪＧ，ＣＨＥＮＧ．ＡｎｏｔｅｏｎｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒＣｈｅｎ
ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．ＣｈａｏｓＳｏｌｉｔｏｎｓＦｒａｃｔａｌｓ，２００６，２７（３）：
６８５－６８８．

（编辑　张　宏）
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