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地月三体问题下 Ｌ１－地球低能转移轨道设计

张汉清，李言俊

（西北工业大学 航天学院，７１００７２西安，ｈａｎｑｉｎｇ．ｌｅｂｅｎ＠ｇｍａｉｌ．ｃｏｍ）

摘　要：针对地月拉格朗日Ｌ１点流形无法到达地球附近的问题，介绍了基于扰动流形的Ｌ１－地球转移轨道
设计方法，首先构造了扰动流形的参数化形式，通过搜索四维参数空间，给出了多种经过数值优化的转移轨

道，在总结数值仿真结果的基础上提出采用轨道角动量定性分析轨道转移机理的方法，明确了 Ｌ１－地球转
移轨道的设计应以降低轨道角动量为目标，克服了以往优化方法搜索的盲目性，揭示了转移轨道所依据的动

力学特征，最后给出了基于轨道转移机理设计的低能转移轨道，证明了该方法的有效性．
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　　地月系拉格朗日Ｌ１点位于地球和月球之间，
是圆形限制性三体问题（ＣＲ３ＢＰ）模型下距地球最
近的动平衡点［１］，该点附近的周期轨道不受大气阻

力影响，没有空间碎片、原子氧等侵袭，空间物资运

输方便，且非常适于进一步的深空探测［２］，是建立

太空基地和星际航行港的最佳选择．
在空间飞行任务的历史中，利用拉格朗日点

已完成了６项任务，所有的都是在日地系统中展
开的，这一方面是由于日地系统中Ｌ１点流形能够

到达地球附近，探测器可以方便地切入流形，使得

转移轨道的设计较简单．在地月系统中，Ｌ１点流
形无法到达地球附近，因此需要采用新的方法来

设计转移轨道，Ｂｅｌｂｒｕｎｏ等［３］在 １９８７年用数值
方法发现了借助太阳引力的地月低能转移轨道，

后来发展成为弱稳定边界理论．Ｗ．Ｓ．Ｋｏｏｎ等［４］

应用不变流形理论在一定意义上证明了二维情况

下地月低能转移轨道的存在．Ｆ．Ｂ．Ｚａｚｚｅｒａ等［５］

基于Ｌａｍｂｅｒｔ弧拼接方法得到了地球－Ｌ１转移轨
道，现有的数值优化方法基本上是“摸黑”搜索低

能量转移轨道［６－８］，对轨道的转移机理缺乏认识．
本文介绍了基于扰动流形的地月 Ｌ１点和地

球停泊轨道之间转移轨道的设计方法，给出了多

种经过数值优化的转移轨道，然后在总结仿真结



果的基础上提出了采用轨道角动量来分析轨道转

移机理的方法，揭示了转移轨道所依据的动力学

特征，最后给出了基于轨道转移机理设计的低能

转移轨道．

１　扰动流形方法
由 Ｌ１点 Ｌｙａｐｕｎｏｖ轨道 （Ａｘ ＝１０４７０ｋｍ，

Ａｙ ＝３１０６８ｋｍ）向地球２００ｋｍ停泊轨道的转移
为例说明设计方法，由于 ＣＲ３ＢＰ的对称性，地球
向Ｌ１点Ｌｙａｐｕｎｏｖ轨道的转移为转移轨道沿 ｘ轴
的镜像．由 ＣＲ３ＢＰ动力学［９－１０］知，处在 Ｌ１点
Ｌｙａｐｕｎｏｖ轨道上的探测器只需要很小的机动力便
可进入Ｌ１点不稳定流形并零消耗地沿流形滑动，
由于Ｌ１点不稳定流形不能到达地球附近，因此可
以设法在流形上某处进行轨道机动，这种机动可

以视作对原不稳定流形的速度扰动，这里将扰动

后不稳定流形的演化称为扰动流形．若以探测器
离开Ｌｙａｐｕｎｏｖ轨道的时刻为零时刻算起，设速度
扰动施加的时刻为Δｔ，扰动大小为Δｖ１，扰动方向
与轨道速度方向的夹角为α，则可将扰动流形表示
为ＷＬ１，ｄｉｓ（Δｔ，Δｖ１，α），由于流形上的每条轨道可以
按其离开Ｌｙａｐｕｎｏｖ轨道的时刻ｔ参数化，则扰动流
形上的轨道可以表示为 ｌＬ１，ｄｉｓ（ｔ，Δｔ，Δｖ１，α），因为
引入速度扰动可使扰动流形到达距地球更近的位

置，因此通过适当选择参数 （Δｔ，Δｖ１，α）可使扰
动流形与２００ｋｍ地球停泊轨道相切，然后再选择
合适的参数 ｔ，在流形上找到１条与停泊轨道相
切的轨道，这样探测器就可以沿着该轨道从 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ轨道出发经过２次轨道机动转移到地球停
泊轨道，第１次机动Δｖ１使探测器离Ｌ１点不稳定
流形进入扰动流形，第２次机动 Δｖ２使探测器由
扰动流形转移到地球停泊轨道．

为计算扰动流形，需首先将Ｌ１点不稳定流形
积分Δｔ时长，得到一系列状态向量，设其形式为
（ｘ，ｙ，ｖｘ，ｖｙ），则在施加大小为 Δｖ、方向为 α的扰

(
动后得到的状态向量为

ｘ，ｙ，
Δｖ（ｖｘｃｏｓα－ｖｙｓｉｎα）

｜ｖｘｓｉｎα＋ｖｙｃｏｓα｜
２＋｜ｖｘｃｏｓα－ｖｙｓｉｎα｜槡

２
＋ｖｘ，

Δｖ（ｖｘｓｉｎα＋ｖｙｃｏｓα）

｜ｖｘｓｉｎα＋ｖｙｃｏｓα｜
２＋｜ｖｘｃｏｓα－ｖｙｓｉｎα｜槡

２
＋ｖ)ｙ ．

　　对这一系列扰动状态向量进行积分，便可得
到扰动流形．为计算探测器在切入地球停泊轨道时
所需的第２次机动Δｖ２大小，需将切入点状态向量
（设为Ｘｒ）由地月会合坐标系变换到惯性坐标系下

Ｘｉｎ ＝Ｒ（ｔ）Ｘｒ，

Ｒ（ｔ）＝

　ｃｏｓｔ －ｓｉｎｔ ０ ０
　ｓｉｎｔ 　ｃｏｓｔ ０ ０
－ｓｉｎｔ －ｃｏｓｔ 　ｃｏｓｔ －ｓｉｎｔ
　ｃｏｓｔ －ｓｉｎｔ 　ｓｉｎｔ 　ｃｏｓ











ｔ

．

其中，Ｘｉｎ为切入点在地月质心惯性系下状态向
量，ｔ为轨道机动时刻，则

Δｖ２ ＝｜Ｘ
ｖｏｌ
ｉｎ ｜－ｖｐｏ，ｖｐｏ＝ ＧＭ／（Ｒ＋ｈ槡 ）．

其中：Ｘｖｏｌｉｎ为Ｘｉｎ的速度分量；ｖｐｏ为停泊轨道的轨道
速度；Ｒ为地球半径；ｈ为轨道高度，这里取作
２００ｋｍ．

２　数值搜索结果
由于地月三体问题的非线性，下面对 Ｌ１－地

球转移轨道进行数值求解，根据扰动流形上轨道的

通用形式ｌＬ１，ｄｉｓ（ｔ，Δｔ，Δｖ１，α），算法分为如下步：
１）根据实际探测任务和探测器性能指标对

四维参数空间（ｔ，Δｔ，Δｖ１，α）进行降维或约束，确
定优化算法的参数搜索空间．
２）以ｌＬ１，ｄｉｓ到地心的最近距离ｄｍｉｎ（ｌＬ１，ｄｉｓ）为

优化算法的目标函数．
３）粗搜索．在搜索空间内均匀选择采样点，

寻找满足ｄｍｉｎ（ｌＬ１，ｄｉｓ）＜２００００ｋｍ的参数组合．
４）精搜索．以上面得到的参数组合作为迭

代初值，应用序列二次规划（ＳＱＰ）优化算法，微
调１个或多个参数，得到满足ｄｍｉｎ（ｌＬ１，ｄｉｓ）＝Ｒ＋ｈ
的轨道．

下面针对几种情况具体讨论转移轨道的数值

搜索结果．
２１Δｖ１机动方向与轨道速度方向相反的情况

Δｖ１全部用于减小探测器动能，表１列出了所
得到的３条转移轨道的相关轨道参数，其中ΔＴ为
转移轨道的飞行时间．

表１　反向机动的转移轨道参数

Δｖ１／（ｍ·ｓ－１）　Δｖ２／（ｍ·ｓ－１） Δｔ／ｄ ΔＴ／ｄ

１６４０ ２５３９ ３２８３ ３５１７
１５７２ ２５８７ １１８９７ １２９５０
１５１３ ２６１４ ７２６５ ７６３２

　　该类轨道与Ｆ．Ｂ．Ｚａｚｚｅｒａ基于Ｌａｍｂｅｒｔ弧拼
接方法所得到的转移轨道类似，具有飞行时间较

短的优点，对于地球到 Ｌ１点的转移轨道，在实际
任务中Δｖ２通常由运载火箭提供，而Δｖ１需由探测
器本身提供，由于探测器本身携带的燃料有限，因

此希望Δｖ１尽可能小，由表１看出，该类轨道 Δｖ１
较大，实现起来较困难．
２２　Δｖ１机动方向与轨道速度方向一致的情况

该情况下，Δｖ１将使探测器动能增加，图１（ａ）
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显示了在（ｔ＝０，Δｖ１＝１８０４，α＝０）时，ｄｍｉｎ随机
动时间Δｔ变化的曲线，可看出由于三体问题的非
线性，轨道距地心的最近距离随机动时间剧烈变

化，并且没有明显规律，取曲线上ｄｍｉｎ等于停泊轨
道半径的点 ｐ，其对应的转移轨道如图 １（ｂ）所
示，表２总结了该类轨道的相关参数，该类轨道借
助于增大的动能到达了月球附近，充分利用月球

的引力作用使转移总能量消耗显著降低，另外该

类轨道Δｖ１较小，但转移时间较长．
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（ｂ）曲线上点ｐ对应的径向机动转移轨道

图１　ｄｍｉｎ的变化曲线及点ｐ的径向机动转移轨道
表２　径向机动的转移轨道参数

Δｖ１／（ｍ·ｓ－１）　Δｖ２／（ｍ·ｓ－１） Δｔ／ｄ ΔＴ／ｄ

１８０４ ２９７６ ５３６２ ９０４８
２０６．０ ２８８４ １１４７０ １５５５０
１８７．０ ２９３２ １４８６０ １９２３０

２３　机动时间Δｔ较长的情况
Δｔ较长也意味着总飞行时间较长，因此探测

器有可能充分利用ＣＲ３ＢＰ轨道动力学特征，从而
得到总能量消耗较小的转移轨道，表３总结了该
类轨道的相关参数．从表中看出，该类轨道中确
实有总Δｖ较小的情况，但也发现飞行时间较长并
不总意味着能量消耗较小．

表３　飞行时间较长的转移轨道参数

Δｖ１／（ｍ·ｓ－１）　Δｖ２／（ｍ·ｓ－１） Δｔ／ｄ ΔＴ／ｄ

２０２ ２８７６ １８０１ ２１５２
１９３ ３０１４ １６８７ ２１０４
２４７ ３０６４ １８２３ ２７１５

３　转移轨道机理分析
第２节的参数空间数值搜索和优化方法并没

有反映转移轨道内在的动力学原理，搜索过程具

有相当的盲目性，并且由于三体问题的非线性和

混沌效应，盲目地搜索并不总是能得到满足条件

的优化轨道．通过对大量数值仿真结果的观察分
析，发现虽然在ＣＲ３ＢＰ会合坐标系下探测器相对
于原点的角动量不再守恒，但其取值依然存在一

定的规律，并且是理解 Ｌ１－地球转移轨道的关
键．首先设探测器某时刻的状态向量为（ｘ，ｙ，
ｖｘ，ｖｙ），相对于坐标原点的角动量为 ｈ，探测器到
原点的距离为ｄ，则

ｈ＝ｖｙｘ－ｖｘｙ，ｄ＝ ｘ２＋ｙ槡
２．

　　为了说明角动量变化的规律，选取３条 Ｊａｃｏ
ｂｉ能量相同而初始角动量不同的轨道，求取轨道
上每一点所对应的（ｄ，ｈ）值，并将其绘制在ｄ－ｈ
平面，得到的ｄ－ｈ曲线如图２所示．

!"# !"$ !"% !"& !"' !"( !") !"*

! !"&

!"$

!

+!"$

!

,-.

"

#

$

%

!

!!"#

$"#

图２　三条角动量不同的轨道对应的ｄ－ｈ曲线

　　由轨道的ｄ－ｈ曲线图看出，同１轨道上每１
点的角动量随离原点距离的增大而减小，并且

ｄ－ｈ点均处于１个弧形区域内，随着轨道初始角
动量的增大，ｄ－ｈ曲线所处的弧段逐渐缩短并向
上移动，轨道所能达到的距地球最近的距离 ｄｍｉｎ
变大．图３显示了３条初始角动量相同但Ｊａｃｏｂｉ能
量不同的轨道所对应的 ｄ－ｈ曲线，可看出即使
Ｊａｃｏｂｉ能量不同，３条轨道的ｄ－ｈ曲线却基本重
合，并具有相同的ｄｍｉｎ值．根据此算例和大量数值
仿真数据，可以得到以下的结论：

１）轨道ｄ－ｈ曲线所处弧段与ｄｍｉｎ值有对映
关系，若要使轨道能够到达地球附近，其 ｄ－ｈ曲
线必须处在相应弧段内；

２）轨道ｄｍｉｎ值越小，则其ｄ－ｈ曲线所处弧段
越低，对应的角动量越小；

３）Ｌ１不稳定流形上的轨道普遍具有大角动
量，其ｄ－ｈ曲线处于较高弧段，因此ｄｍｉｎ值较大，
无法到达地球附近．

由以上分析可以看出，为使探测器由Ｌ１不稳

·６８· 哈　尔　滨　工　业　大　学　学　报　　　　　　　　　　　　　第４３卷　



定流形转移到地球附近，必须使ｄ－ｈ曲线由高弧
段转移到低弧段．显然，可行的方法是降低轨道角
动量，一旦探测器处于低弧段内，它便能沿该弧段

滑行到达地球附近．观察第２节采用优化算法所
得到的各种转移轨道，可发现其轨道机动无一不

是通过降低角动量来完成 Ｌ１不稳定流形到地球
停泊轨道的转移．
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图３　角动量相同而Ｊａｃｏｂｉ能量不同的轨道对应的ｄ－ｈ点

　　降低角动量得到转移轨道的原理，也可通过
分析简化二体模型看出，由于Ｌ１－地球转移轨道
本身的特点，在探测器飞向地球的轨道段可将月

球引力视作一种小摄动，探测器仍近似遵循二体

模型轨道动力学，为使探测器能到达地球附近，其

轨道必须满足一定条件，设二体模型下探测器在

惯性坐标系内的角动量为ｈ，能量为Ｃ，则
ｈ＝ｖ⊥｜ｒ｜，

Ｃ＝｜ｖ｜２／２－１／｜ｒ{ ｜．
（１）

其中ｖ为探测器速度向量，ｖ⊥ 为ｖ在垂直于探测
器 －地球连线方向上的分量，ｒ为探测器位置向
量，探测器在轨道近地点时有

ｖ⊥ ＝｜ｖ｜．
代入式（１）可解得

｜ｖｐｅｒｉ｜＝
２Ｃｈ

２Ｃｈ２＋槡 １－１
，

｜ｒｐｅｒｉ｜＝
２Ｃｈ２＋槡 １－１
２Ｃ ．

其中｜ｖｐｅｒｉ｜为探测器近地点速度，｜ｒｐｅｒｉ｜为近地
距．将｜ｒｐｅｒｉ｜对｜ｈ｜求导得
｜ｒｐｅｒｉ｜
｜ｈ｜

＝ ｜ｈ｜
１＋２Ｃ｜ｈ｜槡

２
＞０，ｈ≠０．

　　于是，｜ｒｐｅｒｉ｜为｜ｈ｜的单调增函数，也就是
说，在能量Ｃ不变的情况下，若要使轨道近地距等
于地球停泊轨道半径，则角动量ｈ的绝对值必须减
小到一定程度，根据惯性坐标系到旋转坐标系的变

换公式，旋转坐标系下的角动量也必需相应降低．

４　基于转移机理的转移轨道设计
根据降低角动量的方法不同，Ｌ１－地球转移

轨道设计可归为如下２类：
１）人工降低角动量．这种方法纯粹依靠变轨

机动力来降低轨道角动量，对于大小相同的速度增

量Δｖ１，其作用的位置距地球越远，且方向垂直于探
测器 －地球连线时，改变角动量的效果越明显，该
类轨道的优点是总的转移时间较短，轨道稳定性较

好，但相对下述第２类轨道总Δｖ增量稍大．
２）借助月球引力降低角动量．数值仿真表

明，当探测器飞越月球附近时，轨道角动量将受月

球引力的影响而改变，例如图 ４（ａ）显示了 ｔ＝
９７、Δｔ＝２５７，Δｖ１＝１００时，α在（０，２π）之间变
化时得到的一族轨道，图４（ｂ）显示了其中１条轨
道ｓ的ｄ－ｈ曲线，可以看出探测器飞离月球越
近，月球引力对角动量的影响越显著，进一步分析

发现探测器从图４（ａ）中 Ａ区域飞越月球时角动
量将降低，从Ｂ区域飞越月球时角动量将增大．
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（ａ）月球引力对一族转移轨道的影响
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（ｂ）轨道ｓ的ｄ－ｈ曲线

图４　月球引力对一族转移轨道的影响及其中
１条轨道ｓ的ｄ－ｈ曲线

　　基于以上原理，可设计转移轨道使其尽可能
多地穿越Ａ区域，并且尽可能少地穿越Ｂ区域，从
而使角动量下降到需要的水平，得到接近地球的

转移轨道．该类轨道的优点是充分利用月球引力

·７８·第５期 张汉清，等：地月三体问题下Ｌ１－地球低能转移轨道设计



加速作用，总能量消耗较小，但由于该类轨道依赖

于和月球精确的相对位置关系，微小的轨道误差

便可能使探测器完全偏离预定轨道（如图１（ａ）所
示），因此对轨道测量和控制精度要求较高．
　　以上２种方法并不相互排斥，因此可结合起
来设计最优转移轨道，首先采用方法１）确定施加
Δｖ１的位置和方向，然后采用方法２）结合优化算
法得到Δｖ１的大小，最后计算得到 Δｖ２．图５显示
了结合 ２种方法设计的转移轨道以及对应的
ｄ－ｈ曲线，轨道机动不但本身能降低角动量，而
且使转移轨道２次穿越 Ａ区域，充分利用月球引
力作用，该轨道具有能耗较小且稳定性较高的优

点，但转移时间较长．
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（ａ）转移轨道
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图５　结合２种方法设计的转移轨道及其对应的ｄ－ｈ曲线，
总Δｖ＝３１３６ｍ／ｓ，ΔＴ＝１５９ｄ

５　结　论
本文介绍了基于扰动流形的 Ｌ１－地球转移

轨道设计方法，给出了各种经过数值优化的转移

轨道，在总结数值仿真结果的基础上提出了采用

轨道角动量分析轨道转移机理的方法，利用该方

法可以克服数值优化方法在大范围参数空间搜索

的盲目性，极大的降低计算量并提高轨道设计效

率，能对轨道的转移机理进行定性的分析，类似

地，该方法同样可以用来分析和设计地月低能转

移轨道．本文是在平面模型下对设计方法进行论
述的，但所介绍的方法也可扩展到三维模型下，这

时轨道角动量是一空间矢量，设计方法应以减小

该矢量模值为目标．
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