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基于局部曲面逼近的网格光顺算法

贺　强，张树生，白晓亮
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摘　要：针对光顺带噪声的三角网格模型并使光顺的结果逼近模型的原始设计意图，提出了一种基于局部
曲面逼近的网格光顺算法．首先获取顶点的二阶邻域内的顶点信息，利用邻域顶点的多元 Ｌ１中值获得邻域
确定的局部曲面的２次逼近的点集；然后将顶点沿着其法矢方向向该点集上投影，获得顶点在点集上的投影
点；最后将顶点移动到投影点的坐标处，得到光顺后的三角网格．该方法在光顺的同时有效地逼近了网格的
原始特征．实验结果表明了算法的有效性和鲁棒性．
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　　随着三维测量技术的不断进步，人们很容易
获得现实世界中的物体的三角网格模型．然而在
测量过程中，由于环境、物体自身的反射和测量设

备的固有缺陷等因素的影响，测量获得的三角网

格模型不可避免地存在测量噪声．为了得到较为
精确的曲面模型和优良的特征提取效果，在进行

相关的后续处理之前必须对三角网格模型进行光

顺．光顺的目标是在剔除噪声重建光滑曲面的同
时，保持模型固有的几何特征，如尖锐的边、角、体

积等．
经过多年的研究，出现了各种光顺算法，其中

代表性的方法有：Ｌａｐｌａｃｉａｎ算子，各向异性散播，
双边滤波器等［１－７］．Ｊｏｎｅｓ［８］提出了一种利用鲁棒
的顶点预测，单步完成光顺的算法———非迭代保

特征的网格光顺算法．该方法在新理论上对光顺
算法进行优化，显著提高了算法的效率．胡国飞
等［９］提出的基于顶点预测的特征保持网格光顺

算法利用三角网格的顶点的一阶邻域顶点和二阶

邻域三角形之间的几何关系，应用带平均曲率权

的双边滤波器和准Ｌａｐｌａｃｉａｎ光顺算子，通过三步
预测顶点光顺后的坐标位置．毛志红等［１０－１２］首先

揭示了最小平方估计与 Ｌａｐｌａｃｉａｎ光顺算法之间
的关系，然后提出了Ｍ估计器在网格光顺中的应
用，最后延伸Ｍ估计器至２次加权的 Ｍ估计器，
在抑制噪声的同时有效地保持了表面特征．毛志
红还研究了基于Ｓｕｓａｎ结构网格光顺和基于网格
显著性的修正的Ｌａｐｌａｃｉａｎ光顺算法．ＯｌｉｖｅｒＳｃｈａｌｌ



等［１３］提出了一种非局部的、自适应特征保持的光

顺算法．
上述学者提出的方法基本都围绕减少体积收

缩、减少顶点漂移、保持几何特征、提高算法效率

等方面展开，而较少或基本没有考虑光顺结果对

原始网格的潜在曲面的逼近程度，因而光顺的结

果没能很好逼近原始的设计意图．为了达到光顺
网格的同时逼近原始的设计意图，本文提出了一

种基于局部曲面逼近的网格光顺算法：以顶点为

中心，选取其二阶邻域内的所有顶点作为该顶点

处的局部曲面的采样点集．通过求取该点集的多
元Ｌ１中值，获得对局部曲面 ２次逼近的采样点
集，然后将顶点沿着其法矢量方向向局部２次曲
面的点集上投影，最后将顶点移至投影点处，则完

成该顶点的光顺．

１　点集的曲面逼近
曲面逼近通常需要对采样点集进行参数化，

再拟合成参数曲面或代数曲面．文献［１４］已经证
明移动最小二乘曲面可以用来逼近带噪声的点

集，并且逼近的次数很容易控制．正是由于这样的
优点，ＭＬＳ曲面成为一种流行的曲面表示．但是
ＭＬＳ假定局部平面能局部地逼近点，并且通常需
要点的法矢量信息和较多的迭代逼近次数．本文
利用点集的多元Ｌ１中值来逼近其潜在几何．该方
法和ＭＬＳ一样也是一种投影操作，将点集向其自
身投影，通过几次迭代即可获得较好的曲面逼近

效果，而无需繁琐的参数化过程和考虑点的法矢

量．针对三角网格模型的光顺的要求，本文选择每
个顶点的二阶邻域顶点作为该顶点处的局部曲面

的采样点集．
１１　顶点法矢量的计算

三角网格模型上任意顶点ｖｉ的法矢量可以根
据过该点的三角形法矢量的加权平均来计算［１５］，

一般取三角形的面积为权值．如图１所示，设过ｖｉ
点有ｎ个三角形，分别记为Ｔｊ，三角形的法矢量记
为Ｎｊ，面积记为 Ａｊ．则三角网格中点 ｖｉ的法矢
量为

ｎｉ＝
∑
ｎ

ｊ＝１
ＡｊＮｊ

∑
ｎ

ｊ＝１
Ａｊ
． （１）

１２　二阶邻域顶点的确定
由于三角网格具有良好的拓扑连接关系，当

确定顶点二阶邻域顶点集合时，可以利用以该顶

点为中心，向四周逐层扩展的方法，如图２所示．

标号１的三角形为顶点 ｖ的一阶邻域三角形，标
号２的三角形为顶点ｖ二阶邻域三角形．由一、二
阶邻域三角形的所有顶点组成的集合即为顶点 ｖ
的二阶邻域顶点．
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图１　点ｖｉ及其邻接三角形构成的局部网格
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图２　顶点逐层扩展示意图

１３　基于多元Ｌ１中值的曲面逼近
多元Ｌ１中值是经典的统计工具．它可以用

１个或一系列点去表示非参数采样点集，并且对
噪声不敏感．点集Ｐ＝｛ｐｊ｝ｊ∈Ｊ，其Ｌ１中值为

ｑ＝ａｒｇｍｉｎ{ｘ ∑
ｊ∈Ｊ
‖ｐｊ－ｘ‖η}ｊ ． （２）

式中：ｑ即为点集Ｐ的Ｌ１中值，是与Ｐ中所有点的
加权欧式距离和最小的点；ηｊ为对应点的正的权
值．文献［１６］通过寻找一系列这样的点 Ｑ ＝
｛ｑｉ｝ｉ∈Ｉ来逼近点集Ｐ的潜在几何．Ｉ，Ｊ分别为２个
点集中点的数量．文中证明Ｑ是对Ｐ所确定曲面
的２次逼近的点集．Ｑ的求解过程介绍如下．

１）给定 １个相斥参数 μ∈ ［０，１２），定义

Ｘ（１） ＝｛ｘ（１）ｉ ｝ｉ∈Ｉ，其中：

ｘ（１）ｉ′ ＝
∑
ｊ∈Ｊ
ｐｊθ（‖ｐｊ－ｘ

（０）
ｉ′ ‖）

∑
ｊ∈Ｊ
θ（‖ｐｊ－ｘ

（０）
ｉ′ ‖）

，ｉ′∈Ｉ． （３）

　　２）设定迭代次数ｋ＝１，２，３，…，定义为

αｉ′ｊ ＝
θ（‖ｘｋｉ′－ｐｊ‖）
‖ｘｋｉ′－ｐｊ‖

，

βｉ′ｉ ＝
θ（‖ｘｋｉ′－ｘ

ｋ
ｉ‖）

‖ｘｋｉ′－ｘ
ｋ
ｉ‖

η
ｒ
（ｘｋｉ′－ｘ

ｋ
ｉ），

　　　　　　　ｉ∈Ｉ＼｛ｉ′｝，ｉ′∈Ｉ．

ｘ（ｋ＋１）ｉ′ ＝∑
ｊ∈Ｊ
ｐｊ
αｉ′ｊ
∑
ｊ∈Ｊ
αｉ′ｊ
＋μ∑

ｉ∈Ｉ＼｛ｉ′｝
（ｘｋｉ′－ｘ

ｋ
ｉ）

βｉ′ｉ
∑
ｉ∈Ｉ＼｛ｉ′｝

βｉ′ｉ
．

（４）
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上述过程是将初始点集Ｘ（０）投影到输入的点
集Ｐ上，通过迭代得到Ｐ确定的曲面的２次逼近
点集，且不依赖Ｘ（０）的精确度，即在噪声影响下，
迭代的最终结果也能逼近 Ｐ的潜在几何．但该算
法主要针对采样密集的点集，点集中每个点都参

与迭代，效率较低．为了利用该算法的良好的曲面
逼近能力，提高效率，本文对该算法做了下列

改进：

① 权函数设定为 θ（ｒ，ｈ）＝ｅ－ｒ／ｈ２，η（ｒ）＝
１／３ｒ２，ｒ是顶点间的距离，ｈ是曲面逼近的影响因
子．即经过迭代计算后的点集对其潜在曲面的逼
近误差是 Ｏ（ｈ２）．因此 ｈ的大小直接影响点集对
其潜在曲面的逼近，ｈ∈ ［０，１］，越小逼近效果越
好．三角网格模型中顶点的间距相对较大，采用文
献中的权函数会使顶点的二阶邻域顶点的信息较

少使用，不利于逼近

② 由于权函数的作用，当顶点间ｒ较大时，相
互影响程度很小．参与迭代逼近计算的点集 Ｐ是
顶点的二阶邻域顶点的集合而不是三角网格模型

中的所有顶点，故迭代算法的效率大大提高

③ｘ（１）ｉ′ 的计算中，不仅考虑顶点与其二阶邻
域顶点的位置坐标，还考虑了顶点的法矢量．提高
了法矢量相似较高的顶点的影响，从而降低噪声

的影响，使该算法更加鲁棒．ｘ（１）ｉ′ 的计算为：设ｘ
（０）
ｉ′

是三角网格模型上的一个顶点，则 ｘ（０）ｉ′ 的二阶邻
域顶点构成点集 Ｐ．ｎｉ′是 ｘ

（０）
ｉ′ 采用式（１）计算得

到的法矢量，ｎｊ为Ｐ中点ｐｊ的法矢量．

　ｘ（１）ｉ′ ＝
∑
ｊ∈Ｊ
ｐｊθ（‖ｐｊ－ｘ

（０）
ｉ′ ‖ ＋‖ｎｊ－ｎｉ′‖）

∑
ｊ∈Ｊ
θ（‖ｐｊ－ｘ

（０）
ｉ′ ‖ ＋‖ｎｊ－ｎｉ′‖）

．

（５）

２　顶点向邻域顶点所确定的曲面投影
由上述过程获得的新三角网格会破坏原始网

格的拓扑结构，因此本文只是将其作为光顺的１个
中间步骤．利用该步骤得到顶点局部曲面２次逼近
的采样点集，然后将网格原始顶点直接投影到该点

集上，用投影点取代原始顶点以达到光顺目的，同时

还逼近了原始设计意图．为了抑制顶点漂移，本文将
原始网格顶点沿着其法矢量方向投影．文献［１７］定
义了点向点集的直接投影：设ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）为点
ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）在点集ＣＮ上的投影点，ｎ（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）为投影
方向．对任意Ｐμ（ｘμ，ｙμ，ｚμ）∈ＣＮ分配一个正的权
αμ，则ｐ

 使得式（６）的值最小．

Ｅ（ｐ）＝∑
Ｎ－１

μ＝０
αμ‖ｐ

 －ｐμ‖
２　． （６）

　　ｐ 的求解为
ｐ ＝ｐ（ｔ）＝ｐ＋ｔｎ． （７）

其中：

ｔ＝λ－ｐ·ｎ
‖ｎ‖２ ， （８）

λ＝
ｃ１ｎｘ＋ｃ２ｎｙ＋ｃ３ｎｚ

ｃ０
， （９）

ｃ０ ＝∑
Ｎ－１

μ＝０
αμ，ｃ１ ＝∑

Ｎ－１

μ＝０
αμｘμ，ｃ２ ＝∑

Ｎ－１

μ＝０
αμｙμ，

ｃ３ ＝∑
Ｎ－１

μ＝０
αμｚμ． （１０）

　　本文采用的计算权公式为

αμ ＝
１

１＋‖ｐ－ｐμ‖
２‖（ｐ－ｐμ）×ｎ‖

．

（１１）
　　文献证明该投影公式计算的投影点误差与点
集的测量误差是线性相关的，即投影误差ε≤３εｃｌ，
其中εｃｌ是点集的测量误差．由于本文参与投影的
点集是对原始曲面的２次逼近，所以ε≤３Ｏ（ｈ２），
故利用式（７）计算的投影点误差非常小．

３　参数设定及算法流程
网格光顺需要用户输入的参数：曲面逼近的

影响因子参数ｈ，顶点间的排斥参数 μ，曲面逼近
最大迭代次数Ｋ１，顶点向点集投影的最大迭代次
数Ｋ２．由于三角网格模型本就是曲面的线性逼近
表示，因此顶点向其局部逼近曲面投影时，需要移

动的距离很小，所以Ｋ１应小于文献［１６］，Ｋ２应小
于文献［１７］中设定的数量．ｈ的取值影响对原始
曲面的逼近，ｈ较小时，逼近效果更好．μ影响模型
的顶点分布，其越大顶点间距就越大．对不同的模
型光顺时，取ｈ∈［０，０５］，μ∈［０５，１］．基于以
上考虑，为了便于对比不同参数对本文算法的影

响，设定了多组参数．实验表明用户设定这２组不
同数值：１）ｈ＝０３，μ＝０７，Ｋ１ ＝３，Ｋ２ ＝２；
２）ｈ＝０２，μ＝０７，Ｋ１＝２，Ｋ２＝１取得的光顺效
果较好．

本文算法流程为：

Ｓｔｅｐ１　 输入模型，用户设定参数 ｈ，μ，Ｋ１，
Ｋ２，设ｖｉ为当前待光顺的顶点．

Ｓｔｅｐ２　获取顶点ｖｉ的二阶邻域顶点集合Ｐ，
计算顶点的法矢量ｎｉ．

Ｓｔｅｐ３　对点集Ｐ进行局部曲面逼近的迭代
计算，得到二次逼近的局部曲面的点集Ｑ．

Ｓｔｅｐ４　顶点ｖｉ沿着其法矢量ｎｉ向点集Ｑ上
投影，通过迭代获得其在点集上的投影点ｖｉ．
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Ｓｔｅｐ５：顶点ｖｉ移动至点ｖｉ处，则顶点ｖｉ的光
顺完成．

４　实验结果
在ＶＣ＋＋６０的环境下实现了算法，在主频

１８Ｇ，内存５１２Ｍ的 ＰＣ机上运行程序，且采用
ＶＴＫ显示噪声模型及其光顺结果．为了证明算法
的有效性，与 Ｌａｐｌａｃｉａｎ，Ｆｌｅｉｓｈｍａｎ，Ｊｏｎｅｓ，胡国飞
等光顺算法进行对比，需要设定的参数均按照各

自文献提供而设．表１是原始模型和噪声模型的
基本数据．其中第１行是原始模型的数据，第２行
是加大噪声后的模型数据．表２是各种算法效率
及模型体积变化的对比，图３是各种算法对带噪
声的兔子模型的光顺结果显示，其中图３（ｇ）是本
文算法采用参数组１），局部曲面逼近迭代３次，
投影计算迭代 ２次的光顺结果图（用 ３＋２表

示）．图３（ｈ）、（ｉ）是本文算法采用设定的参数组
２），分别使用（２＋１）和（３＋２）次迭代获得的光顺
效果图．Ｌａｐｌａｃｉａｎ算法需要迭代的次数较多，与
噪声模型和原始模型体积相差都较大，且光顺效

果有限．Ｆｌｅｉｓｈｍａｎ算法光顺效果优于 Ｌａｐｌａｃｉａｎ
算法，但与原始模型差距比较大，一般也需要迭代

多次．Ｊｏｎｅｓ算法和胡国飞算法光顺效果相当且只
迭代１次，故效率较高，两者都与噪声网格有很好
的体积保持性，但由于较少考虑对原始曲面的逼

近，故未能很好的逼近原始网格．本文算法效率相
对较低，是由于本文算法两处都需要迭代．但本文
算法获得了较好的光顺效果，有利于对网格模型

的后续处理．在保持模型形状方面，除 Ｌａｐｌａｃｉａｎ
算法外，本文算法体积保持性相对较差，但包围盒

的空间分布更接近原始模型，因此本文算法具有

较好的保持模型整体形状特征能力．

!"# !"#$ !$# %&#$ %&# '"()"&*"+'(

!,- ./+01)* %0- +,-)* %2# 3)0*145"+)*

%6- ./0*12345 76 !4-./0*72345 86 !*-./0*72345 86

图３　各种算法对兔子模型光顺效果显示
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表１　原始、噪声模型的基本数据

模型 面片数 顶点数 包围盒尺寸／ｍｍ×ｍｍ×ｍｍ 包围盒体积／ｍｍ３

Ｂｕｎｎｙ １６３０１ ８１８９ ０１１８×０１７２×０１１８ ０００２４０

Ｂｕｎｎｙ（ｎｏｉｓｅ） １６３０１ ８１８９ ０１２７×０１６８×０１１４ ０００２４５

表２　Ｂｕｎｎｙ模型的各种方法性能比较

光顺算法 迭代次数 运行时间／ｓ 包围盒尺寸／ｍｍ×ｍｍ×ｍｍ包围盒体积／ｍｍ３

Ｌａｐｌａｃｉａｎ １０ ３ ０１１７×０１６３×０１０８０００２０６
Ｆｌｅｉｓｈｍａｎ ２ ３ ０１２７×０１６８×０１１４０００２４５
Ｊｏｎｅｓ １ ２ ０１２７×０１６８×０１１４０００２４５
胡国飞 １ ２ ０１２７×０１６８×０１１４０００２４５

本文算法参数组１） ３＋２ ５ ０１１６×０１７０×０１１７０００２３１

本文算法参数组２）
３＋２

２＋１

５

３

０１１６×０１７０×０１１７

０１１６×０１７０×０１１７

０００２３１

０００２３１

５　结　论
１）在局部曲面逼近过程中，参与逼近计算的

点集直接影响光顺算法对模型原始特征的保持效

果，若顶点及其邻域顶点属于同一曲面，则能较好

逼近原始特征．
２）若顶点的邻域顶点中包含不同曲面的点，

虽然能获得光滑的曲面逼近效果，但光顺的同时

也会丢失模型的原始特征．
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