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斜齿球形齿轮齿面接触分析
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摘　要：为了提高球形齿轮承载能力和降低啮合质量对安装误差的敏感性，对斜齿球形齿轮齿面进行了修
形．用产形齿条方法和啮合理论，推导斜齿球形齿轮齿面数学模型，并用抛物线形齿廓刀具对齿面修形；根据
两齿面在啮合接触中连续相切条件，建立了含有安装误差的齿面接触分析（ＴＣＡ）模型．齿轮副啮合仿真结果
表明：凸－凹型斜齿球形齿轮副接触迹线沿着齿线方向，可提高其啮合传动的重合度及承载能力，对凸 －凸
型及凸－斜型斜齿球形齿轮副齿面修形可降低齿面印痕对安装误差的敏感性．
关键词：斜齿球形齿轮；齿面接触分析；齿面修形；传动误差
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　　径向齿线为弧线的圆柱齿轮可称之为球形齿
轮［１－３］，按形状可分为凸型和凹型．球型齿轮副有
凸－斜、凸 －凸、凸 －凹 ３种啮合情况．Ｍｉｔｏｍｅ
等［４］首先提出了直齿球形齿轮的滚切加工方法，

并对齿面进行误差分析测试；赵立基等［５］研究了

直齿球型齿轮展成原理，并用ＴＣＡ技术研究该类
齿轮啮合特性；董学朱等［６］研究的变轴交角渐开

线齿轮也属于此类球形齿轮，并对齿轮副重合度

及接触质量进行了深入的研究．Ｌｉｔｖｉｎ等［７－８］研究

了圆柱齿轮修形，以降低齿轮副对安装误差的敏

感性．
直齿球型齿轮承载能力低，接触印痕对安装误

差（除轴交角外）敏感，且在已有的研究中尚未对

齿轮副的传动误差进行控制．本文提出了斜齿球型
齿轮，提高齿轮副的啮合重合度，增加其承载能力，

同时利用齿面修形控制齿轮副的传动误差．

１　产型齿条及滚切原理

图１所示坐标系Ｓａ位于产型齿条法向截面上，

Ｓｔ为产型齿条齿廓上的坐标系，αｎ为法向压力角，



ａｍ ＝πｍｎ／４，为法向齿距一半，ｍｎ为法向模数，ａｃ
为抛物线修型系数，ｄｐ为抛物线极点位置，ｕｃ为齿
面参数．在Ｓａ坐标系下齿廓的位置矢量

ｒａ＝

ｕｃｃｏｓαｎ－ａｃｕ
２
ｃｓｉｎαｎ－ｄｐｃｏｓαｎ

－ｕｃｓｉｎαｎ＋ａｃｕ
２
ｃｃｏｓαｎ＋ａｍ ＋ｄｐｓｉｎαｎ
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图１　修形齿条齿廓

　　图２所示为形成产形齿条的坐标系，Ｓｂ为辅
助坐标系，Ｓｃ为齿条动坐标系，θａ为齿面另一参
数，β为螺旋角，产形齿条半径等于被加工齿轮节
圆半径Ｒａ＝０５ｍｎｚｗ，ｚｗ为被加工齿轮齿数．

经坐标变换后，可得到假想齿条在Ｓｃ坐标系
的位置矢量：

ｒｃ（ｕｃ，θａ）＝Ｍｃｂ（β）Ｍｂａ（θａ）ｒａ（ｕｃ）．
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图２　产形齿条坐标系

　　图３为右旋滚刀加工右旋斜齿球形齿轮滚切
原理图，其加工原理与加工普通斜齿圆柱齿轮原

理类似，区别在于需要附加控制滚刀在轴向和径

向方向运动，合成为一弧线运动，对于数控滚齿机

是较易实现的．λ为滚刀导程角，δ为滚刀安装
角，Ｂ为齿宽，则

φｗ ＝ｚｈ／ｚｗφｈ＋Δφｗ．
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图３　斜齿球形齿轮滚切加工原理

其中，ｚｈ为滚刀头数，ｚｗ为工件齿数，ｗ为工件转
角，ｈ为滚刀转角，且 Δｗ ＝ｌｚｔａｎβ／Ｒａ．

２　齿面方程推导
斜齿球齿轮展成原理类似于直齿和斜齿圆柱

齿轮，差别在于产形齿条是弧线形，图４为其展成
过程．产形齿条坐标系为Ｓｃ，固定坐标系为Ｓｄ，齿
面动坐标系为Ｓ１．小轮动坐标系Ｓ１绕Ｚｄ转１时，
产形齿条坐标系Ｓｃ移动ｒｐ１１，ｒｐ１为被加工齿轮节
圆半径，由啮合原理在齿条齿面和被展成齿轮切

削接触点上，法向矢量必须通过瞬轴Ｉ－Ｉ，可得到
如下的啮合条件［９］：

（Ｘｃ－ｘｃ）／ｎｃｘ ＝（Ｙｃ－ｙｃ）／ｎｃｙ ＝（Ｚｃ－ｚｃ）／ｎｃｚ．
式中：Ｘｃ、Ｙｃ、Ｚｃ为瞬轴在齿条坐标系 Ｓｃ的坐标；
ｘｃ、ｙｃ、ｚｃ为两齿面瞬时接触点坐标；ｎｃｘ、ｎｃｙ、ｎｃｚ为
瞬时接触点法向矢量．

由啮合方程（Ｘｃ－ｘｃ）／ｎｃｘ＝（Ｙｃ－ｙｃ）／ｎｃｙ可
得到小轮加工转角 １ ＝（ｎｃｘｙｃ－ｎｃｙｘｃ）／ｎｃｘｒｐ１．
其中，Ｘｃ＝０，Ｙｃ＝ｒｐ１１，ｒｐ１＝ｍｎｚ１／２，ｚ１为被加工
齿轮齿数，可得到齿面的位置矢量和法向矢量，

ｒ１（ｕｃ，θａ）＝Ｍ１ｃ（１）ｒｃ（ｕｃ，θａ），
ｎ１ ＝ｒ１／θａ×ｒ１／ｕｃ．

式中：Ｍ１ｃ是 Ｓｃ到 Ｓ１的齐次坐标变换矩阵．在
凸－凹型斜齿球形齿轮副中，是用凸球形齿轮产
形齿条展成凹球形齿轮，大小轮齿轮均用同一产

形齿条加工，刀具与被加工齿轮相对运动也相同，

故齿轮副为线接触，可通过齿面修形获得点接触，

从而降低齿轮副对安装误差的敏感度．而对于
凸－凸型球形齿轮副及凸 －斜型球形齿轮副，大
小轮分别按不同的产形齿条展成，所得齿轮副为

点接触，同样通过齿面修形可获得抛物线型传动

误差，以吸收由安装误差引起的不连续线性

误差［１０］．

!

!

"

"##

!

$

!

%

$

%

&%&

!#%

'

!

%

&

$

"

$

(

%

(

!

(

$

%

&%

!

%

图４　斜齿球形齿轮展成坐标系

３　齿面接触分析

两齿面Σ１和Σ２在固定坐标系Ｓｈ中连续接触

相切，齿面的位置矢量和法向矢量分别相等，图５
为齿轮副啮合坐标系，坐标系Ｓ１和Ｓ２分别是固联
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在小轮和大轮齿面的动坐标系，坐标系Ｓｆ和Ｓｈ分
别为大轮和小轮固定坐标系，辅助坐标系Ｓｋ模拟
有轴交角安装，Ｓｖ模拟齿轮装配时产生的水平安
装误差，ΔＣ为中心距误差，φ１、φ２分别为小轮、大
轮啮合转角，Ｃ为齿轮副中心距．
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图５　齿轮副啮合坐标系

　　用上述的方程分别推导大轮和小轮的齿面
位置矢量 ｒ１、ｒ２和法向矢量 ｎ１、ｎ２，将其转换到固
定坐标系Ｓｎ下得

ｒ（１）ｈ （ｕ１，θ１，φ１）＝Ｍｈ１（１）ｒ１（ｕ１，θ１），
ｎ（１）ｈ （ｕ１，θ１，φ１）＝Ｌｈ１（１）ｎ１（ｕ１，θ１），
ｒ（２）ｈ （ｕ２，θ２，φ２）＝Ｍｈ２（２）ｒ２（ｕ２，θ２），
ｎ（２）ｈ （ｕ２，θ２，φ２）＝Ｌｈ２（２）ｎ２（ｕ２，θ２）．

式中：ｕ１、θ１、ｕ２、θ２分别为大轮、小轮的齿面参数．
Ｍｈ１ ＝ＭｈｖＭｖｋＭｋ１为Ｓ１到Ｓｈ变换矩阵，Ｌｈ１为Ｍｈ１
去掉最后一行和最后一列的矩阵，Ｍｈ２ ＝ＭｈｆＭｆ２
为Ｓ２到Ｓｈ的变换矩阵，Ｌｈ２为Ｍｈ２去掉最后一行
和最后一列的矩阵．在Ｓｈ坐标系中两齿面连续相
切接触得

ｒ（１）ｎ （ｕ１，θ１，φ１）＝ｒ
（２）
ｎ （ｕ２，θ２，φ２），

ｎ（１）ｎ （ｕ１，θ１，φ１）＝ｎ
（２）
ｎ （ｕ２，θ２，φ２）

{ ．
（１）

将式（１）两矢量方程向坐标轴投影，可以得到６
个标量方程，但由于｜ｎｆ

（１）｜＝｜ｎｆ
（２）｜＝１，所以

只能得到５个独立的标量方程，而未知量却有６
个，取φ１为输入量，求解非线性方程组（１）就可
得到两齿面的一个接触点，然后以一定步长改变

小轮啮合转角 φ１值，继续求解，直至求出的接触
点超出齿面的有效边界，得到齿面啮合迹线．由大
小轮主曲率和主方向可以确定接触椭圆长短轴的

方向和大小，为研究方便，将实际接触椭圆近似简

化为椭圆长轴．在所有接触点处，沿着椭圆长轴方
向，在椭圆长轴大小范围内搜索可能的接触点，可

得到齿面接触线，从而得到整个齿面接触印痕．定
义传动误差为

δφ２ ＝（φ２－φ
０
２）－Ｚ１／Ｚ２（φ１－φ

０
１）．

式中：φ０２、φ
０
１、Ｚ２、Ｚ１分别为大小轮初始啮合转角

及齿数．

４　算　例
３种类型的斜齿球形齿轮副设计参数列于表１

中；本文对加工小轮（凸型斜齿球形齿轮）产形齿

条的齿廓用抛物线修形；而凸－凸型及凸－斜型斜
齿球形齿轮副为点接触，同样也采用相同的方法对

小轮齿面修形以获得抛物线型传动误差曲线．当
螺旋角β＝０°时即为直齿球形齿轮［４－５］．采用齿面
接触分析（ＴＣＡ）技术，对３种类型斜齿球形齿轮的
接触特性进行了研究，结果见图６～８．

表１　齿轮副设计参数

Ｚ ｍｎ αｎ／（°） β／（°） 轴交角／（°）

小轮（凸） ３５ ３０ ２０ ３０ ２５

大轮（凹、凸、斜）６０ ３０ ２０ ３０ ２５

Ｂ／

ｍｍ

齿顶高

系数

齿根高

系数
ａｃ ｄｐ

小轮（凸） １０ １．０ １．２５ ０．００５ ０

大轮（凹、凸、斜） １．０ １．２５ ０
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图６　凸－凹型球形齿轮副接触印痕和传动误差
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图７　凸－凸型球形齿轮副接触印痕和传动误差
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（ａ）接触印痕
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图８　凸－斜型球形齿轮副接触印痕和传动误差

　　从图６～８可以看出，凸－凹型球形齿轮副接
触迹线沿着齿线方向，传动误差接近为零．凸－凹
型斜齿球形齿轮副的接触印痕（本文的接触印痕

均是在被动轮或者大轮齿面上）与斜齿圆柱齿轮

副类似，这样可提高齿轮啮合的重合度及承载能

力．凸－凸型斜齿球形齿轮为点接触齿轮副，修形
后传动误差是抛物线型传动误差，传动误差幅值

可通过抛物线系数来控制．凸 －斜型斜齿球形齿
轮副的接触印痕和传动误差与凸－凸球形齿轮类
似；对于相同的螺旋角，这３种类型斜齿球形齿轮
副的接触椭圆长轴是依次递减的．随着螺旋角的
增大，三者的椭圆长轴都随之递减，同时椭圆长轴

的方向也是越倾斜，这对齿轮副的润滑不利；在相

同的修形条件下，凸 －凸型球形齿轮副的传动误
差幅值（１０°）较凸－斜型球形齿轮副（１９５°）小，
这是由齿轮副齿面拓扑几何关系决定的．图９是
３种齿轮副在安装误差条件为Δγｖ ＝０２°、ΔＣ＝
０２ｍｍ时的接触印痕，与无安装误差条件相比均

（ａ）凸－凹型斜齿球形齿轮

（ｂ）凸－凸型斜齿球形齿轮

（ｃ）凸－斜型斜齿球形齿轮

图９　考虑安装误差条件下接触印痕（Δγｖ＝０２°、ΔＣ＝
０２ｍｍ）

向右端移动．对多种安装误差条件下接触印痕的
仿真分析表明，在相同的安装误差条件下，斜齿球

形齿轮副接触印痕敏感性较直齿球形齿轮（螺旋

角β＝０°）低．

５　结　论
１）３种类型斜齿球形齿轮副具有同斜齿轮类

似的接触印痕和传动误差，但其对安装误差不敏

感，可有轴交角安装；与直齿球形齿轮相比，提高

了齿轮副的重合度、承载能力．
２）增大螺旋角可增大齿轮副的重合度，但随

之出现了椭圆长轴变短及椭圆长轴方向变倾斜等

一些不利齿轮承载和润滑因素，必须适当选择．
３）凸－凸型及凸 －斜型斜齿球形齿轮的传

动误差幅值可以通过刀具的修形系数控制，可降

低齿轮副振动噪声．
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