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摘　要：研究一类具有饱和输入的多胞不确定性离散切换系统，在平均驻留时间切换方式下的鲁棒Ｈ∞静态
输出反馈控制问题．基于参数依赖间断切换Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和几个基本引理，通过求解ＬＭＩ最优问题，设计出
在平均驻留时间切换信号下，使闭环系统达到局部指数稳定的鲁棒Ｈ∞ 静态输出反馈控制器．仿真结果表明
了所提设计方法的有效性．
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　　切换系统是一类非常重要的混杂系统，它由
若干个子系统及作用在这些子系统中的切换规则

构成［１－２］，切换规则确定某个子系统何时被激活．
近年来对它的分析与控制设计引起了学者们的广

泛关注，文献［３］对近年来切换系统的研究内容
和成果进行了综述．研究切换系统的主要分析工
具有多Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法［１］，驻留时间和平均驻留

时间法［４］．文献［４］提出的平均驻留时间法是一
种非常有效的慢切换控制方法，这种切换方法已

经广泛的应用于切换系统的稳定性分析与控制器

设计里［５］．在实际工程系统中，不确定性和执行
器饱和问题是极其普遍的．

近年来，为了解决实际问题，处理不确定性和

饱和问题越来越得到学者的重视．其中对不确定
性问题的处理，文献［６］通过引入附加矩阵，获得
与系统中不确定参数相关联的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，以
减小设计的保守性．对于饱和问题的处理，也取得
了一些重要的研究成果［７－８］．以文献［７］为代表
的局部分析方法，能够充分利用饱和特性，使得控

制规律具有更低的保守性，该方法被广泛应用于

含饱和输入输出的切换系统分析和设计中［９－１１］．
然而，目前在切换系统研究领域，同时考虑不

确定性和饱和问题的文章鲜有报道．特别是用平



均驻留时间方法来设计具有饱和输入的不确定离

散切换系统的鲁棒Ｈ∞ 静态输出反馈控制器的文
章还未见报道．

本文针对一类具有饱和输入的多胞不确定性

离散切换系统，基于文献［７］对饱和问题的处理
方法，设计出在平均驻留时间切换信号下，使闭环

系统局部指数稳定的鲁棒Ｈ∞ 静态输出反馈控制
器．结果转化为 ＬＭＩ，从而将抗饱和静态输出反
馈控制问题转化为 ＬＭＩ约束的凸优化问题，便于
使用ＭＡＴＬＡＢ仿真软件求解．

１　问题描述及预备知识
本文考虑的是一类含饱和输入的参变凸多面

体不确定性离散切换系统：

ｘ（ｋ＋１）＝Ａδ（ｋ）（θ（ｋ））ｘ（ｋ）＋Ｄ１δ（ｋ）（θ（ｋ））ω（ｋ）＋

　　Ｂδ（ｋ）（θ（ｋ））ｓａｔ（ｕ（ｋ）），

ｙ（ｋ）＝Ｃδ（ｋ）（θ（ｋ））ｘ（ｋ），

ｚ（ｋ）＝Ｌδ（ｋ）（θ（ｋ））ｘ（ｋ）＋Ｄ２δ（ｋ）（θ（ｋ））ω（ｋ）










．

（１）
式中：ｘ（ｋ）∈Ｒｎｘ为系统状态向量；ｕ（ｋ）∈Ｒｎｕ为控
制输入向量；ｙ（ｋ）∈ Ｒｎｙ是系统测量输出向量；
ｚ（ｋ）∈Ｒｎｚ是受控输出；ω（ｋ）∈Ｒｎω为外部干扰，且
定义ω∈Θ＝｛ω∈Ｒｎω：‖ω（ｋ）‖２２≤β｝；ｓａｔ（·）为
标准饱和函数，即ｓａｔ（ｕｉ（ｋ））＝ｓｇｎ（ｕｉ（ｋ））ｍｉｎ｛１，
｜ｕｉ（ｋ）｜｝；切换信号δ（ｋ）简写为δ，是１个分段的时
间常值函数，并在有限集Ｉ＝｛１，２，…，Ｎ｝中取值，
Ｎ≥２为子系统个数．对于切换信号 δ（ｋ），当
ｋ∈［ｋｐ，ｋｐ＋１）时，切换序列｛ｘ（ｋ０）；（ｓ０，ｋ０），…，（ｓｐ，
ｋｐ），…｜ｓｐ∈Ｉ，ｐ＝０，１，…｝表示第ｓｐ个子系统被激
活．θ（ｋ）：＝［θ１（ｋ）　…　θＭ（ｋ）］是时变有界参
数．此外，当δ（ｋ）＝ｉ∈Ｉ时，假设不确定系统矩
阵［Δ１　Δ２］∈Ｒｉ．其中
Δ１ ＝［Ａｉ（θ（ｋ））　Ｂｉ（θ（ｋ））　Ｃｉ（θ（ｋ））］，
Δ２ ＝［Ｌｉ（θ（ｋ））　Ｄ１ｉ（θ（ｋ））　Ｄ２ｉ（θ（ｋ））］．
Ｒｉ是１个给定的在第ｉ个子系统上的由Ｍ个顶点
组成的有界的凸多面体区域，即

　Ｒｉ＝｛［Δ１　Δ２］＝

　　∑
Ｍ

ｍ＝１
θｍ（ｋ）［Ａｉｍ　Ｂｉｍ　Ｃｉｍ　Ｌｉｍ　Ｄ１ｉｍ　Ｄ２ｉｍ］；

　　　∑
Ｍ

ｍ＝１
θｍ（ｋ）＝１，θｍ（ｋ）≥０，ｉ∈Ｉ｝．（２）

为方便表示，记ｍ∈Ｓ｛１，２，…，Ｍ｝．
定义１　在切换信号 δ（ｋ）作用下，系统（１）

的平衡点ｘ ＝０是指数稳定的，如果ｘ（ｋ）满足
‖ｘ（ｋ）‖≤χ·ζ（ｋ－ｋ０）‖ｘ（ｋ０）‖，ｋ≥ｋ０．

其中χ＞０，０＜ζ＜１且不确定性满足式（２）．

定义 ２　 对任意时刻 ｋｕ ＞ｋｖ≥ ｋ０，用
Ｎδ（ｋ）（ｋｖ，ｋｕ）来表示在时间段［ｋｖ，ｋｕ］上切换信号
δ（ｋ）的切换次数．如果存在Ｎ０≥０，Ｔａ＞０满足

Ｎδ（ｋ）（ｋｖ，ｋｕ）≤Ｎ０＋
（ｋｕ－ｋｖ）
Ｔａ

．

则称Ｔａ为平均驻留时间，Ｎ０称为抖颤界．通常，选
取Ｎ０ ＝０．

给定如下静态输出反馈控制律：

ｕ（ｋ）＝Ｋδ（ｋ）ｙ（ｋ）＝Ｋδ（ｋ）Ｃδ（ｋ）（θ（ｋ））ｘ（ｋ）．

（３）
则闭环系统为

ｘ（ｋ＋１）＝Ａδ（ｋ）（θ（ｋ））ｘ（ｋ）＋Ｄ１δ（ｋ）（θ（ｋ））ω（ｋ）＋

　　Ｂδ（ｋ）（θ（ｋ））ｓａｔ（Ｋδ（ｋ）Ｃδ（ｋ）（θ（ｋ））ｘ（ｋ）），

ｚ（ｋ）＝Ｌδ（ｋ）（θ（ｋ））ｘ（ｋ）＋Ｄ２δ（ｋ）（θ（ｋ））ω（ｋ）
{

．
（４）

定义３　对任意给定γ＞０且０＜σ＜１，如
果系统（４）在零初始条件下对任意非零 ω∈
ｌ２［０，＋∞）和所有合适的不确定参数满足

∑
∞

ｋ＝０
（１－σ）ｋｚＴ（ｋ）ｚ（ｋ）＜γ２∑

∞

ｋ＝０
ωＴ（ｋ）ω（ｋ）．

则闭环系统（４）是鲁棒指数稳定的且具有给定的
Ｈ∞ 干扰抑制度γ．

给定矩阵Ｆｉ∈ Ｒ
ｎｕ×ｎｘ，ｉ∈ Ｉ，ｆｉκ表示矩阵 Ｆｉ

的第κ行，定义对称多面体
Ｌ（Ｆｉ）：＝｛ｘ∈Ｒ

ｎｘ：｜ｆｉκｘ｜≤１，κ∈［１，ｎｕ］｝．
　　对于所有的ｋ≥０，如果ｕ（ｋ）＝Ｆｉｘ（ｋ）不在
饱和区域，则ｘ（ｋ）∈Ｌ（Ｆｉ）．

定义Ｒｎｘ的子集为
ε（Ｐ，ρ）＝｛ｘ∈Ｒｎｘ：ｘＴＰｘ≤ρ，ρ＞０｝．

（５）
其中，Ｐ∈Ｒｎｘ×ｎｘ是正定矩阵，ε（Ｐ，ρ）表示１个椭
球体．当且仅当

ρｆｉκＰ
－１ｆＴｉκ≤１，κ＝１，２，…，ｎｕ，

椭球体ε（Ｐ，ρ）包含于多面体Ｌ（Ｆｉ）．
假设Γ为ｎｕ×ｎｕ对角矩阵集，且该集合中矩

阵的元素只有０或１．则该矩阵集合Γ中，共有２ｎｕ

个矩阵组成．设Ｅｌ为集合Γ中的元素，其中ｌ＝１，
２，…，２ｎｕ，定义Ｅ－ｌ ＝Ｉｎｕ－Ｅｌ．很明显，Ｅ

－
ｌ也是集合

Γ中的元素．
引理１［７］　给定矩阵Ｆｉ，Ｈｉ∈Ｒ

ｎｘ×ｎｘ，对于任

意ｘ∈Ｒｎｘ，如果ｘ∈Ｌ（Ｈｉ），则有
ｓａｔ（Ｆｉｘ）∈ｃｏ｛ＥｉｌＦｉｘ＋Ｅ

－
ｉｌＨｉｘ：ｌ∈［１，２

ｎｕ］｝．
其中ｃｏ表示凸包．故ｓａｔ（Ｆｘ）可以表示为

ｓａｔ（Ｆｉｘ）＝∑
２ｎｕ

ｌ＝１
ηｌ（ｋ）（ＥｉｌＦｉ＋Ｅ

－
ｉｌＨｉ）ｘ．
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其中，∑
２ｎｕ

ｌ＝１
ηｌ（ｋ）＝１，０≤ηｌ（ｋ）≤１．

引理２［５］　考虑离散切换系统
ｘ（ｋ＋１）＝ｆδ（ｘ（ｋ）），δ（ｋ）∈Ｉ．

给定常数０＜σ＜１，μ＞１，假设存在１个 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ函数 Ｖ（ｘ（ｋ））＝｛Ｖδ（ｋ）（ｘ），δ（ｋ）∈ Ｉ｝，
满足下列不等式：

ΔＶδ（ｋ）（ｘ（ｋ））：＝Ｖδ（ｋ）（ｘ（ｋ＋１））－Ｖδ（ｋ）（ｘ（ｋ））≤
　　　 －σＶδ（ｋ）（ｘ（ｋ）），ｋ∈［ｋｐ，ｋｐ＋１），

Ｖδ（ｋｐ）（ｘ（ｋｐ））≤μＶδ（ｋｐ－１）（ｘ（ｋｐ））．
则系统对于任意满足平均驻留时间

Ｔａ≥Ｔａ ＝ｃｅｉｌ－
ｌｎμ

ｌｎ（１－σ[ ]）． （６）

的切换信号是全局指数稳定的．其中，函数
ｃｅｉｌ（ｖ）表示返回大于或等于给定的正数ｖ最靠近
的整数．

２　鲁棒性能分析
本文目的是在平均驻留时间切换信号下，设

计系统（１）的静态输出反馈控制器并估计吸引
域．首先分析闭环系统稳定性．

由引理１并考虑多胞不确定性，如式（２）所
述，闭环系统式（４）可写为
ｘ（ｋ＋１）＝Ａｉ（θ（ｋ））ｘ（ｋ）＋Ｄ１ｉ（θ（ｋ））ω（ｋ）＋

　　Ｂｉ（θ（ｋ））∑
２ｒ

ｌ＝１
ηｌ（ＥｌＫｉＣｉ（θ（ｋ））＋Ｅ

－
ｌＨｉｎ）ｘ（ｋ）＝

　　∑
２ｒ

ｌ＝１
ηｌ［Ａｉ（θ（ｋ））＋Ｂｉ（θ（ｋ））（ＥｌＫｉＣｉ（θ（ｋ））＋

　　Ｅ－ｌＨｉｎ）］ｘ（ｋ）＋Ｄ１ｉ（θ（ｋ））ω（ｋ）＝

　　∑
２ｒ

ｌ＝１
ηｌ∑

Ｍ

ｍ＝１
θｍ（ｋ）∑

Ｍ

ｎ＝１
θｎ（ｋ）［Ｄ１ｉｍω（ｋ）＋

　　（Ａｉｍ ＋Ｂｉｍ（ＥｌＫｉＣｉｎ＋Ｅ
－
ｌＨｉｎ））ｘ（ｋ）］．（７）

为方便表示，记

　Ａ^ｉ（θ（ｋ））＝∑
２ｒ

ｌ＝１
ηｌ［Ａｉ（θ（ｋ））＋Ｂｉ（θ（ｋ））（Ｅ

－
ｌＨｉｎ＋

　　　ＥｌＫｉＣｉ（θ（ｋ）））］，
Ａ^ｉｌｍｎ ＝Ａｉｍ ＋Ｂｉｍ（ＥｌＫｉＣｉｎ＋Ｅ

－
ｌＨｉｎ）．

则式（４）可进一步写为
ｘ（ｋ＋１）＝Ａ^ｉ（θ（ｋ））ｘ（ｋ）＋Ｄ１ｉ（θ（ｋ））ω（ｋ），

ｚ（ｋ）＝Ｌｉ（θ（ｋ））ｘ（ｋ）＋Ｄ２ｉ（θ（ｋ））ω（ｋ）
{ ．

（８）
定理１　 考虑系统（１），对于任意给定常数

α＞０，β＞０，０＜σ＜１，μ＞１，如果存在γ＞０
和矩阵 ０＜Ｑｉ（θ（ｋ））＝Ｑ

Ｔ
ｉ
（θ（ｋ））∈ Ｒｎｘ×ｎｘ，

Ｚｉｎ∈Ｒ
ｎｕ×ｎｘ，珚Ｘｉｎ∈Ｒ

ｎｘ×ｎｘ，ｉ∈Ｉ，ｎ∈Ｓ，任意给
定（ｉ，ｊ）∈Ｉ×Ｉ，ｉ≠ｊ，满足

（１－σ）（珚Ｘｉｎ＋珚Ｘ
Ｔ
ｉｎ－Ｑｉ（θ（ｋ）））   
０ Ｉ  

Ｌｉ（θ（ｋ））珚Ｘｉｎ Ｄ２ｉ（θ（ｋ）） γ２Ｉ 
Ａ^ｉ（θ（ｋ））珚Ｘｉｎ Ｄ１ｉ（θ（ｋ）） ０ Ｑｉ（θ（ｋ＋１













））

＞０， （９）

Ｑｊ（θ（ｋｐ））－μＱｉ（θ（ｋｐ））≤０， （１０）
珚Ｘｉｎ＋珚Ｘ

Ｔ
ｉｎ－Ｑｉ（θ（ｋ）） 

ｚｉｎκ
１
α＋







β
≥０．（１１）

其中ｚｉｎκ表示矩阵 Ｚｉｎ的第 κ行，则闭环系统（４）
在满足式（６）的切换信号下，对于任意 ｘ（０）∈
ε（Ｐｉ（θ（０）），α）有ｘ（ｋ）∈ε（Ｐｉ（θ（ｋ）），α＋β），
ｋ≥０，ω∈Φ．且满足

‖ｚ‖ｌ２ ＜γ（‖ｗ‖ｌ２＋槡α）． （１２）

其中Ｐｉ（θ（ｋ））＝∑
Ｍ

ｍ＝１
θｍ（ｋ）Ｐｉｍ ＝Ｑ

－１
ｉ（θ（ｋ））．

证明　假设式（９）成立，则对任意ｉ∈Ｉ，有
珚Ｘｉｎ＋珚Ｘ

Ｔ
ｉｎ－Ｑｉ（θ（ｋ））＞０，故 珚Ｘｉｎ为非奇异

矩阵．
下面证明条件（１１）可保证 ε（Ｐ（θ（ｋ）），α＋

β）Ｌ（Ｈｉｎ），其中Ｈｉｎ ＝Ｚｉｎ珚Ｘ
－１
ｉｎ．

由Ｑｉ（θ（ｋ））＞０，可知

（珔Ｘｉｎ－Ｑｉ（θ（ｋ）））Ｑ
－１
ｉ
（θ（ｋ））（珔Ｘｉｎ－Ｑｉ（θ（ｋ）））

Ｔ≥０．
也就是

　　珔ＸＴｉｎＱ
－１
ｉ（θ（ｋ））珔Ｘｉｎ≥珔Ｘｉｎ＋珔Ｘ

Ｔ
ｉｎ－Ｑｉ（θ（ｋ））．

（１３）
由式（１２）且ｚｉｎκ ＝ｈｉｎκ珚Ｘｉｎ，则由式（１１）可推

出

　
珚ＸＴｉｎＱ

－１
ｉ（θ（ｋ））珚Ｘｉｎ 

ｈｉｎκ珚Ｘｉｎ
１
α＋







β
≥０．

其中，ｈｉｎκ表示矩阵Ｈｉｎ的第κ行．对上式矩阵两边
左乘以ｄｉａｇ｛珚Ｘ－Ｔｉｎ，Ｉ｝，右乘以ｄｉａｇ｛珚Ｘ

－１
ｉｎ，Ｉ｝，则上式

等价于

Ｑ－１
ｉ
（θ（ｋ）） 

ｈｉｎκ
１
α＋







β

≥０．

而Ｑ－１
ｉ
（θ（ｋ））＝Ｐｉ（θ（ｋ）），上式也就得到
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Ｐｉ（θ（ｋ）） 

ｈｉｎκ
１
α＋







β
≥０，ｉ∈Ｉ，κ∈［１，ｎｕ］．

（１４）
对（１４）式应用Ｓｃｈｕｒ补引理，得

ｈＴｉｎκｈｉｎκ≤
１
α＋β

Ｐｉ（θ（ｋ）），ｉ∈Ｉ，κ∈［１，ｎｕ］．

（１５）
由式（５）知，任意给定

ｘ（ｋ）∈ε（Ｐｉ（θ（ｋ）），α＋β），
有

ｘＴ（ｋ）
Ｐｉ（θ（ｋ））
α＋β

ｘ（ｋ）≤１．

结合式（１４），则可推出
　　｜ｈｉκｘ（ｋ）｜≤１，κ∈［１，ｐ］，ｘ（ｋ）∈
　　　　ε（Ｐｉ（θ（ｋ）），α＋β）．

式（１５）即表明 ε（Ｐｉ（θ（ｋ）），α＋β）
Ｌ（Ｈｉｎ）．

下面证明，任意给定 ｘ（０）∈ ε（Ｐｉ（θ（０）），
α）则有ｘ（ｋ）∈ε（Ｐｉ（θ（ｋ）），α＋β），ｋ≥０且
不等式（１２）成立．

考虑参数依赖间断切换Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数
　　　Ｖδ（ｋｐ）（ｋ）ｘ

Ｔ（ｋ）Ｑ－１δ（ｋｐ）（θ（ｋ））ｘ（ｋ），
　　　　　　ｋ∈［ｋｐ，ｋｐ＋１） （１６）

应用不等式（１３），则式（９）可推出

（１－σ）珚ＸＴｉｎＱ
－１
ｉ
（θ（ｋ））珚Ｘｉｎ   

０ Ｉ  
Ｌｉ（θ（ｋ））珚Ｘｉｎ Ｄ２ｉ（θ（ｋ）） γ２Ｉ 
Ａ^ｉ（θ（ｋ））珚Ｘｉｎ Ｄ１ｉ（θ（ｋ）） ０ Ｑｉ（θ（ｋ＋１













））

＞０．

　　对上式矩阵两边左乘以ｄｉａｇ｛珚Ｘ－Ｔｉｎ，Ｉ，Ｉ，Ｉ｝，右 乘以ｄｉａｇ｛珚Ｘ－１ｉｎ，Ｉ，Ｉ，Ｉ｝，则上式等价于

（１－σ）Ｑ－１ｉ（θ（ｋ））   

０ Ｉ  
Ｌｉ（θ（ｋ）） Ｄ２ｉ（θ（ｋ）） γ２Ｉ 
Ａ^ｉ（θ（ｋ）） Ｄ１ｉ（θ（ｋ）） ０ Ｑｉ（θ（ｋ＋１













））

＞０． （１７）

　　对不等式（１７）应用Ｓｃｈｕｒ补引理，得

　　
Ａ^Ｔ
ｉ
（θ（ｋ））

ＤＴ１ｉ（θ（ｋ
[ ]

））
Ｑ－１
ｉ
（θ（ｋ＋１））［^Ａｉ（θ（ｋ））　Ｄ１ｉ（θ（ｋ））］＋

　　　 １
γ２
ＬＴｉ（θ（ｋ））

ＤＴ２ｉ（θ（ｋ
[ ]

））
［Ｌｉ（θ（ｋ））　Ｄ２ｉ（θ（ｋ））］－

　　　
（１－σ）Ｑ－１ｉ（θ（ｋ）） ０

０[ ]Ｉ＜０．
对上式矩阵两边左乘以［ｘＴ（ｋ），ωＴ（ｋ）］，右

乘以［ｘＴ（ｋ），ωＴ（ｋ）］Ｔ考虑式（８），得到
Ｖδ（ｋｐ）（ｋ＋１）－（１－σ）Ｖδ（ｋｐ）（ｋ）＜

　　　ωＴ（ｋ）ω（ｋ）－γ－２ｚＴ（ｋ）ｚ（ｋ）． （１８）
对不等式（１０）应用 Ｓｃｈｕｒ补引理并考虑式

（１６），可得到
Ｖδ（ｋｐ）（ｋｐ）－μＶδ（ｋｐ－１）（ｋｐ）≤０． （１９）

根据引理３和定义３以及文献［１２］可知，不等式
（１８）～（１９）可保证闭环系统（８）在零初始条件下
是鲁棒指数稳定的，且具有鲁棒Ｈ∞ 抑度γ．

由式（１８）和 ｘ（０）∈ ε（Ｐｉ（θ（０）），α），可以
得到

　　Ｖδ（ｋｐ）（ｘ（ｋ））＜（１－σ）Ｖδ（ｋｐ）（ｘ（０））＋

　　　∑
ｋ－１

ｉ＝０
ωＴ（ｋ）ω（ｋ）≤（１－σ）α＋β＜α＋β．

（２０）

　∑
ｋ

ｉ＝０
‖ｚ（ｉ）‖２２＜γ

２∑
ｋ

ｉ＝０
‖ω（ｉ）‖２２＋（１－σ）Ｖδ（ｋｐ）（ｘ（０( )））＜

　　γ２∑
ｋ

ｉ＝０
‖ω（ｉ）‖２

２＋Ｖδ（ｋｐ）（ｘ（０( )））． （２１）

不等式（２０）表明，如果ｘ（０）∈ε（Ｐｉ（θ（０）），
α），则ｘ（ｋ）∈ε（Ｐｉ（θ（ｋ）），α＋β），ｋ≥０．不等式
（２１）表明

‖ｚ‖ｌ２ ＜γ（‖ｗ‖ｌ２＋槡α），ｋ≥０．
故定理得证．

３　控制器设计
假设Ｃｉｎ（ｉ∈Ｉ，ｎ∈Ｓ）是满秩的，且存在矩

阵Ｔｉｎ（ｉ∈Ｉ，ｎ∈Ｓ），满足
ＣｉｎＴｉｎ ＝［Ｉ ０］，ｉ∈Ｉ，ｎ∈Ｓ． （２２）

　　基于该假设，可以设计出鲁棒 Ｈ∞ 静态输出
反馈控制器．对于每１个Ｃｉｎ，符合式（２２）的矩阵
Ｔｉｎ并不是唯一的．下面给出一组特殊的 Ｔｉｎ形
式［１４］：

Ｔｉｎ ＝［Ｃ
Ｔ
ｉｎ（ＣｉｎＣ

Ｔ
ｉｎ）

－１ Ｃ⊥ｉｎ］．
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其中Ｃ⊥ｉｎ表示矩阵Ｃｉｎ核空间的正交基．
定理２　 考虑系统（１），则对于任意给定常

数α＞０，β＞０，０＜σ＜１，μ＞１，如果存在γ＞
０和矩阵０＜Ｑｉｍ ＝Ｑ

Ｔ
ｉｍ∈ Ｒ

ｎｘ×ｎｘ，Ｚｉｎ∈ Ｒ
ｎｕ×ｎｘ，

ｉ∈Ｉ，ｍ∈ Ｓ，ｎ∈ Ｓ以及矩阵 Ｘｉｎ∈ Ｒ
ｎｘ×ｎｘ，

Ｙｉ∈Ｒ
ｎｕ×ｎｘ，ｉ∈Ｉ，ｍ∈Ｓ，ｎ∈Ｓ具有以下形式

Ｘｉｎ ＝
Ｘ１ｉ ０

Ｘ２ｉｎ Ｘ３[ ]
ｉｎ

，　Ｙｉ＝［Ｙ１ｉ ０］．

且满足：

（１－σ）×（ＴｉｎＸｉｎ＋Ｘ
Ｔ
ｉｎＴ

Ｔ
ｉｎ－Ｑｉｍ）   

０ Ｉ  
ＬｉｍＴｉｎＸｉｎ Ｄ２ｉｍ γ２Ｉ 

Λ Ｄ１ｉｍ ０ Ｑ













ｉｇ

＞０， （２３）

Ｑｊｍ －μＱｉｍ≤０， （２４）

ＴｉｎＸｉｎ＋Ｔ
Ｔ
ｉｎＸ

Ｔ
ｉｎ－Ｑｉｍ 

ｚｉｎκ
１
α＋







β
≥０．（２５）

其中

Λ＝ＡｉｍＴｉｎＸｉｎ＋ＢｉｍＥｌＹｉ＋ＢｉｍＥ
－
ｌＺｉｎ．

ｚｉｎκ表示矩阵Ｚｉｎ的第κ行，则在满足式（６）的切换
信号下，闭环系统（１）在静态输出反馈控制器（３）
作用下具有满足（１２）的鲁棒Ｈ∞ 性能指数γ，且
控制器增益为

Ｋｉ＝Ｙ１ｉＸ
－１
１ｉ，ｉ∈Ｉ． （２６）

　　证明　该结论源于定理１，选择
珚Ｘｉｎ ＝ＴｉｎＸｉｎ． （２７）

参数依赖Ｌｙａｐｕｎｏｖ矩阵形式如下

Ｑｉ（θ（ｋ））＝∑
Ｍ

ｍ＝１
θｍ（ｋ）Ｑｉｍ，

Ｑｉ（θ（ｋ＋１））＝∑
Ｍ

ｍ＝１
θｇ（ｋ＋１）Ｑｉｇ

{
．
（２８）

则不等式（１１）可化为

珚Ｘｉｎ＋珚Ｘ
Ｔ
ｉｎ－∑

Ｍ

ｍ＝１
θｍ（ｋ）Ｑｉｍ 

ｚｉｎκ
１
α＋











β

＝

　∑
Ｍ

ｍ＝１
θｍ（ｋ）

珚Ｘｉｎ＋珚Ｘ
Ｔ
ｉｎ－Ｑｉｍ 

ｚｉｎκ
１
α＋







β
≥０．（２９）

由式（２７）和（２９）可知ＬＭＩ（２５）成立．基于式
（２８）则不等式（９）可化为

（１－σ）（珚Ｘｉｎ＋珚Ｘ
Ｔ
ｉｎ）－∑

Ｍ

ｍ＝１
θｍ（ｋ）Ｑ( )ｉｍ   

０ Ｉ  

∑
Ｍ

ｍ＝１
θｍ（ｋ）Ｌｉｍ珚Ｘｉｎ ∑

Ｍ

ｍ＝１
θｍ（ｋ）Ｄ２ｉｍ γ２Ｉ 

∑
２ｒ

ｌ＝１
ηｌ∑

Ｍ

ｍ＝１
θｍ（ｋ）^Ａｉｌｍｎ珚Ｘｉｎ ∑

Ｍ

ｍ＝１
θｍ（ｋ）Ｄ１ｉｍ ０ ∑

Ｍ

ｍ＝１
θｇ（ｋ）Ｑ





















ｉｇ

＝

　　∑
２ｒ

ｌ＝１
ηｌ∑

Ｍ

ｍ＝１
θｍ（ｋ）∑

Ｍ

ｍ＝１
θｇ（ｋ）×

（１－σ）（珚Ｘｉｎ＋珚Ｘ
Ｔ
ｉｎ－Ｑｉｍ）   

０ Ｉ  
Ｌｉｍ珚Ｘｉｎ Ｄ２ｉｍ γ２Ｉ 
Ａ^ｉｌｍｎ珚Ｘｉｎ Ｄ１ｉｍ ０ Ｑ













ｉｇ

＞０． （３０）

由式（２７）及式（３０）得
（１－σ）×（ＴｉｎＸｉｎ＋Ｘ

Ｔ
ｉｎＴ

Ｔ
ｉｎ－Ｑｉｍ） 

０Ｉ 
ＬｉｍＴｉｎＸｉｎＤ２ｉｍ γ２Ｉ
Ａ^ｉｌｍＴｉｎＸｉｎＤ１ｉｍ ０Ｑ













ｉｇ

＞０．

（３１）
式（３０）中
Ａ^ｉｌｍｎ ＝Ａｉｍ ＋Ｂｉｍ（ＥｌＫｉＣｉｎ＋Ｅ

－
ｌＨｉｎ）．

则

　　Ａ^ｉｌｍｎＴｉｎＸｉｎ ＝ＡｉｍＴｉｎＸｉｎ＋ＢｉｍＥｌＫｉＣｉｎＴｉｎＸｉｎ＋
　　　ＢｉｍＥ

－
ｌＨｉＴｉｎＸｉｎ． （３２）

由式（２２）和（２６），则式（３２）可化为
Ａ^ｉｌｍｎＴｉｎＸｉｎ ＝ＡｉｍＴｉｎＸｉｎ＋ＢｉｍＥ

－
ｌＨｉｎ珚Ｘｉｎ＋

　　　ＢｉｍＥｌＫｉ［Ｉ ０］
Ｘ１ｉ ０

Ｘ２ｉｎ Ｘ３[ ]
ｉｎ

＝

　　　ＡｉｍＴｉｎＸｉｎ＋ＢｉｍＥｌＫｉ［Ｘ１ｉ ０］＋ＢｉｍＥ
－
ｌＺｉｎ＝

　　　ＡｉｍＴｉｎＸｉｎ＋ＢｉｍＥｌ［ＫｉＸ１ｉ ０］＋ＢｉｍＥ
－
ｌＺｉｎ＝

　　　ＡｉｍＴｉｎＸｉｎ＋ＢｉｍＥｌ［Ｙ１ｉ ０］＋ＢｉｍＥ
－
ｌＺｉｎ ＝
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　　ＡｉｍＴｉｎＸｉｎ＋ＢｉｍＥｌＹｉ＋ＢｉｍＥ
－
ｌＺｉｎ ＝Λ．（３３）

由式（３２）和式（３３）可知，ＬＭＩ（２３）成立．由
式（２８）可知，不等式（１０）很容易推出ＬＭＩ（２４）成
立．综上，定理得证．

证毕．
为了求出抗饱和的鲁棒Ｈ∞ 静态输出反馈控制

器，根据定理２，可以用以下ＬＭＩ最优问题来求解：
　　　　　 ｍｉｎ

Ｑｉｍ＞０，Ｘｉｎ，Ｙｉ，Ｚｉｎ
γ，

　　ｓ．ｔ．（２３）～（２５）． （３４）

４　数值仿真

考虑不确定离散切换系统（１）由以下２个子
系统组成，其中子系统１上的两组顶点矩阵为

Ａ１１ ＝
０８４ ０３１[ ]０５２ ０７０

，

Ａ１２ ＝
０８８ ０５２[ ]０３１ ０８０

，

Ｂ１１ ＝
２９[ ]２１

，　Ｂ１２ ＝[ ]２２，
Ｃ１１ ＝［０８ ０２］，
Ｃ１２ ＝［０７ －０１］，
Ｌ１１ ＝［０４ －０１］，
Ｌ１２ ＝［０６ ０３］，

Ｄ１１１ ＝
０５[ ]０２

，

Ｄ１１２ ＝
　０４
－[ ]０４

，

Ｄ２１１ ＝１４，　Ｄ２１２ ＝０９．
　　在子系统２上的两组顶点矩阵为

Ａ２１ ＝
０７０ ０５０[ ]０４０ ０７０

，

Ａ２２ ＝
１０１ －０２０[ ]０ 　０６２

，

Ｂ２１ ＝[ ]２３，　 Ｂ２２ ＝
　１５
－１．[ ]０，

Ｃ２１ ＝［０５ ０］，
Ｃ２２ ＝［０５ ０１］，
Ｌ２１ ＝［０５ －０２］，
Ｌ２２ ＝［０６ ０５］，

Ｄ１２１ ＝
０３[ ]０５

，

Ｄ１２２ ＝
０４[ ]０２

，

Ｄ２２１ ＝０６，
Ｄ２２２ ＝－１０．

　　本例中，所选系统均为开环不稳定的，且
ｎｘ ＝２，ｎｕ＝１，ｎｚ＝２，ｎｗ ＝２，Ｎ＝２．选取α＝０，
β＝１００，σ＝０００５进行仿真，通过求解ＬＭＩ最优
问题（３４）可得出系统，在不同平均驻留时间下的
控制器增益和鲁棒Ｈ∞ 抑度γ，如表１所示．

表１　不同平均驻留时间下的控制器增益和鲁棒Ｈ∞
抑度γ

平均驻

留时间Ｔａ
μ

鲁棒Ｈ∞
抑度γ

控制器增益
ｋ１
ｋ[ ]
２

１ １００５ １９０７８１
－００８９９ －０１３０３[ ]－０１０１３ 　０３９９５

１０ １０５０ ９９２２６
－００８７７ －０１３０３[ ]－０１０５４ －０３９３８

２０ １１００ ７９８８４
－００８０４ －０１３１５[ ]－００９５２ －０３９４７

　　选取满足ω（ｋ）定义的干扰信号为ω（ｋ）＝
１０ｅ－００３ｋｓｉｎ（００２πｋ），选取状态变量 ｘ初始值为
ｘ１（０）＝３６，ｘ２（０）＝－２８，由表１中求得的输
出反馈控制器，可以得到闭环系统的控制曲线．

图１为切换系统不同平均驻留时间的切换信
号；图２为饱和输入；图３为闭环系统在不同平均
驻留时间切换信号下的状态响应曲线．
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图１　切换系统的切换信号

　　仿真表明，所设计的鲁棒 Ｈ∞ 静态输出反馈
控制器可以保证闭环系统稳定．

·７１·第７期 王茂，等：饱和切换系统鲁棒Ｈ∞ 静态输出反馈控制



! "! #! $! %! &!! &"! &#! &$! &%!

! "! #! $! %! &!! &"! &#! &$! &%!

! "! #! $! %! &!! &"! &#! &$! &%!

'&

!

&

'&

!

&

'&

!

&

!"#$()

%"&$*)

%"&$*)

+,-./01"!

+2-./01&!

+3-./01&

!
"
#
$
!
$
"
%
%

!
"
#
$
!
$
"
%
%

!
"
#
$
!
$
"
%
%

$"% #

"

&

'(

$)% #

"

&

'(*

$+% #

"

&

',*

图２　不确定切换系统饱和输入曲线
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图３　闭环系统状态响应曲线

５　结　论

基于参数依赖间断切换 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数以及
几个基本引理，设计使饱和不确定离散切换系统

在平均驻留时间切换信号下，达到闭环局部指数

稳定的鲁棒 Ｈ∞ 静态输出反馈控制器．结果转化
为ＬＭＩ约束条件下的凸优化问题，通过求解 ＬＭＩ
最优问题，证明了该方法的有效性．

参考文献：

［１］ＢＲＡＮＩＣＫＹＪＰ．Ｍｕｌｔｉｐｌｅｌｙａｐｕｎｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄｏｔｈｅｒ
ａｎａｌｙｓｉｓｔｏｏｌｓｆｏｒｓｗｉｔｃｈｅｄａｎｄｈｙｂｒｉｄｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，１９９８，４３（４）：
４７５－４８２．

［２］ＤＥＣＡＲＬＯＲＡ，ＢＲＡＮＩＣＫＹＭＳ，ＰＥＴＴＥＲＳＳＯＮＳ．
Ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅｓａｎｄｒｅｓｕｌｔｓｏｎｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄｓｔａｂｉｌｉｚａｂｉｌｉ
ｔｙｏｆｈｙｂｒｉｄｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＰｒｏｃｏｆｔｈｅＩＥＥＥ，ＳｐｅｃｉａｌＩｓ
ｓｕｅｏｎＨｙｂｒｉｄＳｙｓｔｅｍｓ，２０００，８８（７）：１０６９－１０８２．

［３］ＳＵＮＺ，ＧＥＳＳ．Ａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｓｙｎｔｈｅｓｉｓｏｆｓｗｉｔｃｈｅｄｌｉｎ
ｅａｒｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ，２００５，４１（２）：
１８１－１９５．

［４］ＨＥＳＰＡＮＨＡＪＰ，ＭＯＲＳＥＡＳ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｓｗｉｔｃｈｅｄ
ｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈａｖｅｒａｇｅｄｗｅｌｌｔｉｍｅ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｏｆｔｈｅ３８ｔｈ
ＣｏｎｆｏｎＤｅｃｉｓｉｏｎ＆Ｃｏｎｔｒｏｌ．Ｐｉｓｃａｔａｗａｙ：ＩＥＥＥ，１９９９，３
（２１）：２６５５－２６６０．

［５］ＺＨＡＮＧＬＸ，ＢＯＵＫＡＳＥＫ，ＳＨＩＰ．ＥｘｐｏｎｅｎｔｉａｌＨ∞
ｆｉｌｔｅｒｉｎｇｆｏｒｕｎｃｅｒｔａｉｎｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｓｗｉｔｃｈｅｄｌｉｎｅａｒｓｙｓ
ｔｅｍｓｗｉｔｈａｖｅｒａｇｅｄｗｅｌｌｔｉｍｅ：ａμｄｅｐｅｎｄｅｎｔａｐｐｒｏａｃｈ
［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＲｏｂｕｓｔａｎｄＮｏｎｌｉｎｅａｒＣｏｎ
ｔｒｏｌ，２００８，１８（１１）：１１８８－１２０７．

［６］ＯＬＩＶＥＩＲＡＭＣ，ＢＥＲＮＵＳＳＯＵＪ，ＧＥＲＯＭＥＬＪＣ．Ａ
ｎｅｗｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｒｏｂｕｓｔｓｔａｂｉｌｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｓｙｓ
ｔｅｍｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌＬｅｔｔｅｒｓ，１９９９，３７（４）：２６１－２６５．

［７］ＨＵＴ，ＬＩＮＺ，ＣＨＥＮＢＭ．Ａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｄｅｓｉｇｎｆｏｒｄｉｓ
ｃｒｅｔｅｔｉｍｅｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｓｕｂｊｅｃｔｔｏａｃｔｕａｔｏｒｓａｔｕｒａｔｉｏｎ
［Ｊ］．Ｓｙｓｔｅｍｓ＆ＣｏｎｔｒｏｌＬｅｔｔｅｒｓ，２００２，４５（１５）：９７－
１１２．

［８］ＣＡＯＹＹ，ＬＩＮＺ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｓｙｓ
ｔｅｍｓｗｉｔｈａｃｔｕａｔｏｒｓａｔｕｒａｔｉｏｎｂｙａｓａｔｕｒａｔｉｏｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
Ｌｙａｐｕｎｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ｊ］．Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ，２００３，３９（７）：
１２３５－１２４１．

［９］ＢＥＮＺＡＯＵＩＡＡ，ＳＡＹＤＹＬ，ＡＫＨＲＩＦＯ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄ
ｃｏｎｔｒｏｌｓｙｎｔｈｅｓｉｓｏｆｓｗｉｔｃｈｅｄｓｙｓｔｅｍｓｓｕｂｊｅｃｔｔｏａｃｔｕａｔｏｒ
ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｏｆｔｈｅ２００４ＡｍｅｒｉｃａｎＣｏｎｔｒｏｌ
Ｃｏｎｆ．Ｐｉｓｃａｔａｗａｙ：ＩＥＥＥ，２００４，６（１７）：５８１８－５８２３．

［１０］ＹＵＪＹ，ＸＩＥＧＭ，ＷＡＮＧＬ．Ｒｏｂｕｓｔｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｏｆ
ｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｓｗｉｔｃｈｅｄｕｎｃｅｒｔａｉｎｓｙｓｔｅｍｓｓｕｂｊｅｃｔｔｏａｃｔｕ
ａｔｏｒｓａｔｕｒａｔｉｏｎ［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｏｆｔｈｅ２００７ＡｍｅｒｉｃａｎＣｏｎｔｒｏｌ
Ｃｏｎｆ．Ｐｉｓｃａｔａｗａｙ：ＩＥＥＥ，２００７：２１０９－２１１２．

［１１］ＭＡＹＭ，ＹＡＮＧＧＨ．Ｏｕｔｐｕｔｆｅｅｄｂａｃｋｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｆｏｒ
ｓｗｉｔｃｈｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓｓｕｂｊｅｃｔｔｏ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ
［Ｃ］／／Ｐｒｏｃｏｆｔｈｅ２００８ＡｍｅｒｉｃａｎＣｏｎｔｒｏｌＣｏｎｆ．Ｐｉｓｃａｔ
ａｗａｙ：ＩＥＥＥ，２００８：１８８１－１８８６．

［１２］ＱＩＵＪＢ，ＧＡＮＧＦ，ＹＡＮＧＪ．ＲｏｂｕｓｔＨ∞ ｓｔａｔｉｃｏｕｔｐｕｔ
ｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｏｆｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｓｗｉｔｃｈｅｄｐｏｌｙｔｏｐｉｃｌｉｎｅ
ａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈａｖｅｒａｇｅｄｗｅｌｌｔｉｍｅ［Ｊ］．ＳｃｉｅｎｃｅｉｎＣｈｉ
ｎａｓｅｒｉｅｓＦ：ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００９，５２（１１）：
２０１９－２０３１．

［１３］ＤＯＮＧＪ，ＹＡＮＧＧＨ．Ｒｏｂｕｓｔｓｔａｔｉｃｏｕｔｐｕｔｆｅｅｄｂａｃｋ
ｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｌｉｎｅａｒｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇ
ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｉｅｓ［Ｊ］．Ｓｙｓｔｅｍｓ＆ＣｏｎｔｒｏｌＬｅｔｔｅｒｓ，２００８，５７
（２）：１２３－１３１．

（编辑　张　宏）

·８１· 哈　尔　滨　工　业　大　学　学　报　　　　　　　　　　　　　第４３卷　


