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拉伸载荷作用下无限大板中三角孔 －裂纹问题

刘宝良，闫相桥

（哈尔滨工业大学 航天学院，１５０００１哈尔滨，ｙａｎｘｉａｎｇｑｉａｏ４０６＠１６３．ｃｏｍ）

摘　要：针对Ｂｕｅｃｋｎｅｒ原理普遍化，提出了一种求解远方载荷作用下无限大板中孔边裂纹问题的数值方法．
通过把适于单一裂纹的Ｂｕｅｃｋｎｅｒ原理扩充到远方载荷作用下无限大板中孔边裂纹问题，将原问题分解为承
受远方载荷不含孔边裂纹的均匀问题和在远方不承受载荷但在裂纹面上和孔的表面上承受面力的问题．算
例说明本数值方法对分析无限大板中孔边裂纹问题既简单又非常有效，进而利用这种数值方法研究了拉伸

载荷作用下无限大板中三角孔－裂纹问题．通过改变孔的几何参数与无限大板中心裂纹问题的应力强度因
子比较，揭示了孔的几何参数对应力强度因子的影响，发现孔对源于它的裂纹的应力强度因子具有屏蔽效应

和放大效应，这种屏蔽效应和放大效应随着孔的几何参数而变化．
关键词：孔，裂纹；应力强度因子；边界元；裂尖单元；位移不连续
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　　由于孔边应力集中，孔边很可能起源裂纹．因
此，很多研究者［１］专注于孔边裂纹问题．对单轴
载荷作用下无限大板中源于圆孔的分支裂纹问

题，其典型解答由 Ｂｏｗｉｅ［２］和 Ｎｅｗｍａｎ［３］获得．
对单轴载荷作用下无限大板中源于椭圆孔的对称

分支裂纹问题，Ｎｅｗｍａｎ利用边界配置法、Ｎｉｓｉｔａｎｉ
等［４］利用体力法获得其数值解答．对双轴载荷作
用下无限大板中源于圆孔的分支裂纹，Ｔｗｅｅｄ等

利用 ＭｅｌｌｉｎＴｒａｎｓｆｏｒｍＴｅｃｈｎｉｑｕｅ获得其解答．对
单轴载荷作用下无限大板中源于三角孔或方孔分

支裂纹问题，Ｍｕｒａｋａｍｉ［５］利用体力法获得其数值
解．对内部压力载荷作用下无限大板中源于圆孔
的分支裂纹问题，Ｎｅｗｍａｎ利用边界配置法获得
其典型解答．

为此，通过把 Ｂｕｅｃｋｎｅｒ原理普遍化，本文提
出了一种求解远方载荷作用下无限大板中孔边裂

纹问题的数值方法，通过把适于单一裂纹的

Ｂｕｅｃｋｎｅｒ原理［６］扩充到远方载荷作用下无限大

板中孔边裂纹问题，将原问题分解为承受远方载



荷不含孔边裂纹的均匀问题，和在远方不承受载

荷但在裂纹面上和孔的表面上承受面力的问题．
于是，以应力强度因子作为参量的问题可以通过

考虑后者来解决，而利用文献［７］最近提出的杂
交位移不连续法，这种孔边裂纹问题是很容易数

值求解的．算例说明本数值方法对分析无限大板
中孔边裂纹问题既简单又非常有效．进而利用这
种数值方法研究了拉伸载荷作用下无限大板中三

角孔－裂纹问题．本文通过改变孔的几何参数，通
过与无限大板中心裂纹问题的应力强度因子比

较，揭示了孔的几何参数对应力强度因子的影响．
发现孔对源于它的裂纹的应力强度因子具有屏蔽

效应（ｓｈｉｅｌｄｉｎｇｅｆｆｅｃｔ）和放大效应（ａｍｐｌｉｆｙｉｎｇ
ｅｆｆｅｃｔ）．这种屏蔽效应和放大效应随着孔的几何
参数而变化．

１　Ｂｕｅｃｋｎｅｒ原理普遍化
Ｂｕｅｃｋｎｅｒ利用叠加原理得到一种重要结果，

称为Ｂｕｅｃｋｎｅｒ原理．由外部载荷引起的裂纹的应
力强度因子，可以通过考虑无外部载荷作用但裂

纹面上承受面力的裂纹问题来确定，该面力与无

裂纹几何体在外部载荷作用下在裂纹所在位置处

产生的应力大小相等方向相反．
在这里，尝试将适于单一裂纹的 Ｂｕｅｃｋｎｅｒ原

理扩充到扩充到远方载荷作用下无限大板中孔边

裂纹问题．为此，将原问题分解为承受远方载荷
（σ∞ｘｘ，σ∞ｙｙ，σ∞ｘｙ）不含孔边裂纹的均匀问题，和在
远方不承受载荷但在裂纹面上和孔的表面上承受

面力的问题．在裂纹面上承受的面力与承受远方
载荷不含孔边裂纹的均匀问题在该裂纹所在位置

处产生的应力大小相等方向相反，即

σｎｎ ＝σ∞ｘｘｓｉｎｓｉｎ－２σ∞ｘｙｓｉｎｃｏｓ＋

　　　σ∞ｙｙｃｏｓｃｏｓ），

σｎｓ＝（σ∞ｙｙ－σ∞ｘｘ）ｓｉｎｃｏｓ＋

　　　σ∞ｘｙ（ｃｏｓｃｏｓ－ｓｉｎｓｉｎ）










．

（１）

式中：为裂纹面相对于 ｘ轴的方位角；γ为把孔
的表面上任意一点相对于 ｘ轴的方位角，则作用
于改点处的面力为

σｎｎ ＝σ∞ｘｘｓｉｎγｓｉｎγ－２σ∞ｘｙｓｉｎγｃｏｓγ＋

　　　σ∞ｙｙｃｏｓγｃｏｓγ），

σｎｓ＝（σ∞ｙｙ－σ∞ｘｘ）ｓｉｎγｃｏｓγ＋

　　　σ∞ｘｙ（ｃｏｓγｃｏｓγ－ｓｉｎγｓｉｎγ）










．

（２）

　　当然，由式（２）定义的面力随孔的表面点不
同而变化．

于是，以应力强度因子作为参量的问题可以

通过考虑后者来解决，而利用 Ｙａｎ［７］最近提出的
杂交位移不连续法，这种孔边裂纹问题是很容易

数值求解的．

２　杂交位移不连续法
２１　常位移不连续单元

无限大平面体中在位置｜ｘ｜＜ａ，ｙ＝０处具
有常位移不连续量Ｄｉ＝（Ｄｘ，Ｄｙ）的定义为

Ｄｘ ＝ｕｘ（ｘ，０－）－ｕｘ（ｘ，０＋），

Ｄｙ ＝ｕｙ（ｘ，０－）－ｕｙ（ｘ，０＋）
{ ．

（３）

式中：｜ｘ｜＜ａ，ｙ＝０．
此问题的解答是由Ｃｒｏｕｃｈ等［８］获得的，位移

场和应力场为

ｕｘ ＝Ｄｘ［２（１－ｖ）Ｆ３（ｘ，ｙ）－ｙＦ５（ｘ，ｙ）］＋

　　Ｄｙ［－（１－２ｖ）Ｆ２（ｘ，ｙ）－ｙＦ４（ｘ，ｙ）］，

ｕｙ ＝Ｄｘ［（１－２ｖ）Ｆ２（ｘ，ｙ）－ｙＦ４（ｘ，ｙ）］＋

　　Ｄｙ［２（１－ｖ）Ｆ３（ｘ，ｙ）－ｙＦ５（ｘ，ｙ）］










．

（４）
σｘｘ ＝２ＧＤｘ［２Ｆ４（ｘ，ｙ）＋ｙＦ６（ｘ，ｙ）］＋

　　　２ＧＤｙ［－Ｆ５（ｘ，ｙ）＋ｙＦ７（ｘ，ｙ）］，

σｙｙ ＝２ＧＤｘ［－ｙＦ６（ｘ，ｙ）］＋

　　　２ＧＤｙ［－Ｆ５（ｘ，ｙ）－ｙＦ７（ｘ，ｙ）］，

σｘｙ ＝２ＧＤｘ［－Ｆ５（ｘ，ｙ）＋ｙＦ７（ｘ，ｙ）］＋

　　　２ＧＤｙ［－ｙＦ６（ｘ，ｙ）］















．

（５）

式中Ｇ和ｖ分别为材料剪切模量和泊松比，Ｃｒｏｕｃｈ
等利用式（４），（５）建立了常位移不连续边界
元法．
２２　裂尖位移不连续单元

基于式（４）～（５），提出了裂尖位移不连续单
元（可分为左、右裂尖位移不连续单元）以模拟裂

尖附近的应力奇异场．
对于左裂尖位移不连续单元，其位移不连续

函数可取为

　Ｄｘ ＝Ｈｓ
ａｔｉｐ＋ξ
ａ( )
ｔｉｐ

１
２
，　Ｄｙ ＝Ｈｎ

ａｔｉｐ＋ξ
ａ( )
ｔｉｐ

１
２
．（６）

式中：Ｈｓ和Ｈｎ分别为裂尖单元中点处的切相和法
向位移不连续量；ａｔｉｐ为裂尖单元长度的１／２．在这
里注意到裂尖位移不连续单元与常位移不连续单

元具有相同的未知量，即２个，但由式（６）定义的
位移不连续函数可以模拟裂尖附近的位移场，从

而可以模拟裂尖附近的应力奇异性．
基于式（４）～（５），根据微积分学的理论易

于求得由式（６）定义的裂尖位移不连续函数引起
的在点 （ｘ，ｙ）处的位移场和应力场为
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ｕｘ ＝Ｈｓ［２（１－ｖ）Ｂ３（ｘ，ｙ）－ｙＢ５（ｘ，ｙ）］＋Ｈｎ［－（１－２ｖ）Ｂ２（ｘ，ｙ）－ｙＢ４（ｘ，ｙ）］，

ｕｙ ＝Ｈｓ［（１－２ｖ）Ｂ２（ｘ，ｙ）－ｙＢ４（ｘ，ｙ）］＋Ｈｎ［２（１－ｖ）Ｂ３（ｘ，ｙ）－ｙＢ５（ｘ，ｙ）］
{ ．

（７）

σｘｘ ＝２ＧＨｓ［２Ｂ４（ｘ，ｙ）＋ｙＢ６（ｘ，ｙ）］＋２ＧＨｎ［－Ｂ５（ｘ，ｙ）＋ｙＢ７（ｘ，ｙ）］，

σｙｙ ＝２ＧＨｓ［－ｙＢ６（ｘ，ｙ）］＋２ＧＨｎ［－Ｂ５（ｘ，ｙ）－ｙＢ７（ｘ，ｙ）］，

σｘｙ ＝２ＧＨｓ［－Ｂ５（ｘ，ｙ）＋ｙＢ７（ｘ，ｙ）］＋２ＧＨｎ［－ｙＢ６（ｘ，ｙ）］
{

．

（８）

２３　杂交位移不连续法的实施及其说明
Ｃｒｏｕｃｈ等利用式（４）～（５）建立了常位移不

连续边界元法．可类似地利用式（７）～（８）针对
裂尖单元建立边界元方程，进而把常位移不连续

单元和裂尖位移不连续单元有机地结合在一起以

建立一种对平面裂纹问题很有效的边界元法．在
该边界元方法的实施过程中，左、右裂尖位移不连

续单元分别置于裂纹的左、右裂尖处，而常位移不

连续单元则分布于除了裂尖位移不连续单元占据

的位置之外的整个裂纹面及其它边界．称这种边
界元法为杂交位移不连续法．

杂交位移不连续法不同于Ｓｃａｖｉａ［９］提出的杂
交边界元法．当利用 Ｓｃａｖｉａ提出的杂交边界元法
分析分支裂纹问题时，计算量是巨大的．而利用杂
交位移不连续法，可以既简单而又准确地处理分

支裂纹问题［１０－１１］．
Ｐａｎ［１２］指出“常位移不连续法只适于无限大

板中裂纹问题”．本文发现杂交位移不连续法不
仅适于分析无限大板裂纹问题［１３－１７］而且适于处

理有限大板中复杂裂纹问题［１８－１９］．
孔洞裂纹问题、多裂纹问题一直是断裂力学

中的重要课题．利用杂交位移不连续法可以准确
地处理这些问题［２０－２２］．
２４　应力强度因子的计算公式

线弹性裂纹分析的主要目标是确定裂纹尖端

的应力强度因子 ＫＩ和 ＫＩＩ．基于裂尖附近的位移
场，有

ＫＩ＝－
２槡πＧＨｎ

４（１－ｖ） ａ槡 ｔｉｐ

，

ＫＩＩ＝－
２槡πＧＨｓ

４（１－ｖ） ａ槡 ｔｉｐ

． （９）

３　数值算例
下面通过２个数值算例说明本文提出的数值

方法对分析无限大板中孔边裂纹问题既简单又非

常有效．
例１　拉伸载荷作用下无限大板中椭圆孔分

支裂纹问题，如图 １所示．对此裂纹问题，关于
ｘ轴对称性条件是可以利用的．考虑下列情况
ｃ／ａ＝｛００２，００５，０１０，０２０，０５０，１００｝，

ｂ／ａ＝｛０２５，０５０，０７５，１００，１５０，２００，４００｝．
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图１　拉伸载荷作用下无限大板中椭圆孔
分支裂纹问题

　　关于边界单元的划分，在１／２椭圆孔上划分
具有大致相同尺寸的４００个单元，在其他边界上
按照所有单元具有大致相同尺寸的限制条件划

分．计算得到的归一化应力强度因子（ＳＩＦｓｎｏｒ

ｍａｌｉｚｅｄｂｙσ π槡 ｃ）如表１所示．为了比较起见，
表１列出了文献［１］报道的数值计算结果．由表１
可见本数值结果与文献［１］报道的数值计算结果
非常一致．

表１　拉伸载荷作用下无限大板中椭圆孔分支裂纹问题的归一化应力强度因子

ｃ／ａ
ｂ／ａ

０２５ ０５０ ０５０［１］ ０７５ １０ １０［１］ １５ ２０ ２０［１］ ４０

００５

０１０

０２０

０５０

１００

４５３３９

３３１５７

２３９２５

１５９４３

１２２７８

４０１３８

３２４８５

２４５６５

１６３７０

１２４４６

４０４３

３２５６

２４６０

１６４０

１２４８

３４３７３

３０１３１

２４４３３

１６８６３

１２７０９

３００３５

２７５９３

２３６８８

１７２３７

１３０２２

３０３７

２７７２

２３７４

１７２８

１３０６

２４６０４

２３６３８

２１７１６

１７４５８

１３６２８

２１５４４

２１０６６

１９９９４

１７２００

１４０５０

２１８０

２１２０

２００７

１７２６

１４１０

１６８６６

１６６０４

１６３００

１５４９１

１４２２１
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　　例２　内部压力作用下无限大板圆孔分支裂
纹问题，如图２所示．对此裂纹问题，关于 ｘ轴和
ｙ轴对称性条件是可以利用的．考虑下列情况为

ａ／Ｒ＝｛１０２，１０４，１０６，１０８，１１０，１１５，
１２０，１２５，１３０，１４０，１５０，１６０，
１８０，２００，２２０，２５０，３００｝．
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图２　内部压力载荷作用下无限大板中圆孔分支裂纹问题

　　关于边界单元的划分，在１／４圆孔上划分具
有大致相同尺寸的２００个单元，在其他边界上按
照所有单元具有大致相同尺寸的限制条件划分．
计算得到的归一化应力强度因子（ＳＩＦｓｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ

ｂｙσ π槡 ａ）如表２所示．为了便于比较，表２列出
了文献［１］报道的数值计算结果．由表２可见本
数值结果与文献［１］报道的数值计算结果非常
一致．
表２　内部压力作用下无限大板圆孔分支裂纹问题的归

一化应力强度因子

ａ／Ｒ
归一化应力强度因子

本文 文献 ［１］

１０２

１０４

１０６

１０８

１１０

１１５

１２０

１２５

１３０

１４０

１５０

１６０

１８０

２００

２２０

２５０

３００

０．２９６３

０．４１２３

０．４９１５

０．５５１７

０．５９９９

０．６８７８

０．７４７９

０．７９１６

０．８２４７

０．８７１１

０．９０１６

０．９２２８

０．９４９６

０．９６５１

０．９７４７

０．９８３２

０．９８９９

０．３０５８

０．４１８３

０．４９５８

０．５５５１

０．６０２５

０．６８９８

０．７４９４

０．７９２９

０．８２５９

０．８７２３

０．９０２９

０．９２４２

０．９５１３

０．９６７０

０．９７６８

０．９８５５

０．９９２７

４　数值结果与讨论
利用提出的求解无限大板中孔－裂纹问题的

数值方法，详细分析了拉伸载荷作用下无限大板

三角孔 －裂纹问题，如图３所示．为了方便起见，
首先考虑ｄｙ＝ｄｘ＝ｄ情况．若此种三角孔 －裂纹
问题的应力强度因子在数学上用ＫＩｔｈ（ａ／ｄ）表示，
则它与中心裂纹问题（长度是２ａ）的应力强度因
子（ＫＩｃｃ）的比率（ＦＩｔｈ）为

ＦＩｔｈ＝ＫＩｔｈ（ａ／ｄ）／ＫＩｃｃ＝ＫＩｔｈ（ａ／ｄ）／（σ π槡 ａ）．（１０）
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图３　拉伸载荷作用下无限大板中三角孔－裂纹
问题的示意图

　　式（１０）称为归一化应力强度因子（ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ
ＳＩＦｓ）．对于此种三角孔 －裂纹问题，计算得到的
归一化应力强度因子如图４所示．
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图４　拉伸载荷作用下无限大板中三角孔－裂纹
问题的归一化应力强度因子

　　为了讨论方便引入一个参数ａｄ ＝２ａ／ｄ．从图４
可见：

　　１）随着ａｄ的增加（亦即随着三角孔尺寸ｄ的
减小），ＦＩｔｈ快速单调增加，并且在某一值ａｄ ＝ａｄｍ
处，ＦＩｔｈ达到其最大值 ＦＩｔｈｍ．在这里，ａｄｍ ＝１０８，
ＦＩｔｈｍ ＝１２１９６．
２）ａｄ的继续增加导致ＦＩｔｈ开始快速减小，随

后慢慢减小．当 ａｄ足够大时（亦即三角孔尺寸 ｄ
相对于裂纹长度ａ足够小时），ＦＩｔｈ几乎等于１（亦
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即ＦＩｔｈ几乎等于ＫＩｃｃ）．
因此，可以看出三角孔对源于它的裂纹的应

力强度因子具有放大效应（ａｍｐｌｉｆｙｉｎｇｅｆｆｅｃｔ），但
在本研究范围内，未发现屏蔽效应（ｓｈｉｅｌｄｉｎｇ
ｅｆｆｅｃｔ）．在趋势上，应该也存在屏蔽效应．
　　通过变化三角孔的长细比 ｄｙ／ｄｘ，进而研究
了三角孔的几何参数对应力强度因子的影响．为
此，又考虑了３种情况：ｄｙ／ｄｘ＝０５，ｄｙ／ｄｘ＝１５
和 ｄｙ／ｄｘ ＝２．０．在这里，三角孔 －裂纹问题的应
力强度因子在数学上可仍然用 ＫＩｔｈ表示，令其与
中心裂纹问题（长度是２ａ）应力强度因子的比率
（ＦＩｔｈ），则

ＦＩｔｈ ＝ＫＩｔｈ／ＫＩｃｃ＝ＫＩｔｈ／（σ π槡 ａ）． （１１）
也称为归一化应力强度因子．对于 ｄｙ／ｄｘ ＝０５、
ｄｙ／ｄｘ＝２．０及ｄｙ／ｄｘ＝１．０情况，计算得到的归一
化应力强度因子如图５所示．发现对于 ｂｙ／ｂｘ ＝
２．０情况，屏蔽效应的确存在．在这里，重点讨论
它的放大效应．上面引入的无量纲参数ａｄｍ和ＦＩｔｈｍ
如表３所示．鉴于在已研究的 ｄｙ／ｄｘ范围内，ＦＩｔｈｍ
随着ｄｙ／ｄｘ明显地变化，又考虑了２种情况：ｄｙ／
ｄｘ ＝２５和ｄｙ／ｄｘ＝３０，其ａｄｍ和ＦＩｔｈｍ计算结果也
如表３所示．ＦＩｔｈｍ随着ｄｙ／ｄｘ的变化如图６所示．从
表３和图６可作结论为：随着ｄｙ／ｄｘ增大ＦＩｔｈｍ而增
加，在ｄｙ／ｄｘ＝２５时，ＦＩｔｈｍ基本上达到其最大值．
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图５　拉伸载荷作用下无限大板中三角孔－裂纹
问题的归一化应力强度因子
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图６　ＦＩｔｈｍ随着ｄｙ／ｄｘ的变化

表３　无量纲参数ａｄｍ和ＦＩｔｈｍ随着ｄｙ／ｄｘ变化

ｄｙ／ｄｘ ａｄｍ ＦＩｔｈｍ

０５ １０２ １１１０７

１０ １０８ １２１９６

１５ １２０ １２７０４

２０ １３０ １３１２５

２５ １４０ １３４１９

３０ １５３ １３５５８

５　结　论
１）提出了求解无限大板孔边裂纹应力强度

因子的一种数值方法，算例说明本数值方法既简

单又非常有效．
２）利用这种数值方法研究了拉伸载荷作用

下无限大板中三角孔 －裂纹问题．通过改变孔的
几何参数，与无限大板中心裂纹问题的应力强度

因子比较，揭示了孔的几何参数对应力强度因子

的影响．发现孔对源于它的裂纹的应力强度因子
具有屏蔽效应和放大效应．
３）随着ｄｙ／ｄｘ增大，ＦＩｔｈｍ而增加，在ｄｙ／ｄｘ＝

２５时，ＦＩｔｈｍ基本上达到其最大值．
４）在 ｄｙ／ｄｘ ＝２５，ａｄｍ ＝１４时，ＦＩｔｈｍ ＝

１３４１９．
５）对于一个中心裂纹板，通过在裂纹板中割去

一个三角孔，使得三角孔的尺寸满足条件ｄｙ／ｄｘ ＝
２５，ａｄｍ ＝１４，则可利用三角孔的放大效应来降低
裂纹板的破坏载荷高达３４％．
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