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考虑统计不确定性的结构可靠度分析方法
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摘#要! 为了充分研究统计不确定性对结构可靠度的影响!本文将综合考虑物理不确定性和统计不确定性!

以1CKIL理论为数学工具!对结构的统计可靠度问题进行研究?首先对1CKIL理论进行概括和总结!采用该理

论对结构工程中的统计不确定性进行建模和分析?然后研究考虑统计不确定性的结构可靠度分析方法!给出

考虑统计不确定性的各种结构可靠性测度!并研究综合考虑主观不确定性与客观不确定性的整体式与分离

式可靠度计算方法?最后通过 % 个算例!分析了统计不确定性对结构可靠度的影响?
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##结构工程中的随机性包括物理不确定性'统

计不确定性和模型不确定性"物理不确定性是指

各种物理量!如荷载'材料强度'结构尺寸等#的

客观变异性%统计不确定性是由于对物理量进行

统计分析时缺乏足够的样本信息而产成的%模型

不确定性则源于对复杂物理现象进行数学建模时

的理想化假设?传统的结构可靠度理论属于随机

可靠度理论"因为它处理的主要是物理不确定性

问题%而经典可靠度理论则更多地考虑统计和模

型不确定性问题(')

?目前"在结构可靠度理论的

研究领域"对于考虑统计不确定性和模型不确定

性的结构统计可靠度问题"研究得还不充分"有必

要将上述 % 个领域的可靠度问题和方法进行

融合?

5>I;CDB

(')较早注意到了结构随机可靠度与

经典统计可靠度 % 个学科之间的分野"并提出了



将这 % 种理论进行融合的建议?对于模型不确定

性对结构可靠度的影响问题"国内外结构设计规

范当前的统一处理方法是在考虑材料性能和几何

参数随机性的抗力模型基础上"引入一个考虑计

算模式随机性的随机变量"以考虑模型不确定性

的影响?对于考虑统计不确定性的结构可靠度问

题"目前国内外研究较少?7XIG]CDD 等(%)采用经

典统计学中的区间估计方法对统计不确定性进行

定量化"提出带有一定置信度的可靠度计算方法"

并对某一桁架结构进行了概率可靠性分析?.IS

]CGXI等(")对统计数据不确定性对结构可靠度的

影响进行了初步研究?2>=LC等(!)采用 1CKIL分析

技术较系统地研究了结构工程中的不确定性?RIX

MG=XI>FGCD 等(@ PO)深入研究了在不完全知识状态

下结构安全性的各种测度"研究了基于主观认识

上的统计不确定性对系统可靠度和时变可靠度的

影响?/CYIX等($ P'&)在工程概率决策分析中考虑

了统计不确定性的影响"并采用 1CKIL技术对统

计数据进行更新?从目前发展趋势看"对于统计可

靠度问题"1CKIL统计学大有代替经典统计学的

趋势"特别是随着马尔可夫链蒙特卡洛! C̀X\:W

6FCGD :̀DHI6CX;:" 6̀̀ 6#模拟法的快速发展"后

验统计量和预测分布的计算已不存在困难?

本文将综合考虑物理不确定性和统计不确定

性"以1CKIL统计学为数学工具"对结构的统计可

靠度分析方法进行深入细致的研究?

'#统计不确定性的1CKIL建模与修正

7879:%("*修正公式

在1CKIL统计学中"1CKIL公式通过来源于观

测数据的似然函数修正先验概率分布"从而将主

观信息与客观信息进行有机集成
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式中$ !&

!

!
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# 为随机参数
"

的先验分布"%!

!

# 为

"

的似然函数"$#

!

"

%!

!

#!&

!

!
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#B[ ]!('

为归一化

因子" !a

!

!

!

# 为
"

的后验分布?

确定先验分布的方法主要有主观先验分布'

扩散先验分布'无信息先验分布'共轭先验分布等

方法%似然函数是根据客观信息通过似然原理确

定的%后验分布实际上是给定样本观测值 )后
!

的条件分布$!a

!

!

!

*)#

"

%!

!

*)#!&

!

!

!

#"后验

分布一旦得到"即可得到
"

的平均值和标准差等

后验统计信息?

78;9统计不确定性的建模与分析

##利用1CKIL修正公式!'#可以对统计不确定

性进行建模与分析?

设!!!"

!

!

# 为随机向量"的联合概率密度函

数"

!

!

为考虑统计不确定性的分布参数'当随机

试验的观测值表现为等式观测!例如混凝土强度

的统计分析#时"似然函数 %!

!

!

#可以取为
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式中)

'

" )

%

"*" )

+

是"的随机抽样的一组观测

数据?

如果抽样不是随机的"则必须使用样本值的

联合分布建立似然函数"此时可以通过对于 ! 的

不等式观测!例如桥梁的荷载验证试验#来取代

对于 ! 的直接观测?假设不等式观测事件为

-
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计独立的"则有
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%#考虑统计不确定性的结构可靠性测度

将统计不确定性参数记为
!

!

"则考虑统计不

确定性的结构失效概率为

0
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# #
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.!!#
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##对于统计参数
!

!

"通常有 " 种数学处理方法$

点估计'区间估计和预测估计"相应地也有 " 种结

构可靠性的测度'

;879统计可靠度的点估计

设 $

!

!

为
!

!

的某种点估计"例如 $

!

!

b%"

!

!

或

$

!

!

b

!

.̀5

!%&

"

为
!

!

的后验平均值"

!

.̀5

为
!

!

的最

大似然估计#"则失效概率和可靠指标的点估计

分别为
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式中
$

P'

!-#为标准正态累积分布函数!6R/#

的反函数?

;8;9统计可靠度的区间估计

考虑某个统计参数
!'!

!

"根据给定的置信

水平
%

"寻求满足式!N#的
!

&和
!

"

"称为
!

的区间

估计问题'

/!

!

&

$ !$ !

"

# #' (

%

" !N#

#

的平均值和方差可按下式计算
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#
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(
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(
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式中
(

!

!

#

!

&

!

!

# 表示可靠指标
#

对向量
!

!

的梯度
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在
&

!

!

处取值'根据式!N#和式!O#即可得到可靠

指标的区间估计为
&

#

2

'

#

'

;8<9统计可靠度的预测估计

根据 1CKIL统计学的基本原理" 0

!

!

!

!

#的

1CKIL估计为其后验均值"即
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式中!!

!

!

# 为
!

!

的后验TR/?

根据/=YGDG定理"有
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!
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##由于
!

!

!

!

"

!!"

!

!

#!!

!

!

# B

!

!

b

)

!!!#"因此可以

称)

!!!#为预测分布"可用其作为失效概率和可靠

指标的估计$

)

0
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!
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式中
)

0

!

和*

#

分别称为.预测失效概率/和.预测可

靠指标/?

"#考虑统计不确定性的结构可靠度

分析方法

##物理不确定性属于客观不确定性"而统计不

确定性则属于主观不确定性?根据对于主观和客

观不确定性数学处理方法的不同"结构的统计可

靠度分析有以下 % 种分析方法?

<879主观与客观不确定性的整体式分析方法

"<'<'#联合分析!整体式分析方法 '#

将
!

!

与 !同等对待"亦即将
!

!

也视为随机变

量"将其与 !连同一起组成扩展的随机向量"然后

采用经典的随机可靠度理论进行分析"失效概率

为

)

0

!

#

!

.!)#

$

&

!!! '

!

!

#!!

!

!

#B

!

!

B!# !''#

##通常情况下"可以假设随机向量 !"

!

!

相互独

立"于是可以采用经典的 /)+̀ '3)+̀ 或重要抽

样!2]Z:XHCDJI3C]Z;GD>" 23#等方法对式!''#进

行一次随机可靠度分析即可得到可靠指标和相应

的失效概率'

"<'<%#预测分析!整体式分析方法 %#

利用 !的预测分布来计算结构的失效概率

)

!!!# #

!

!!! '

!

!

#!!

!

!

#B

!

!

' !'%#

##将式!'%#代入到式!''#中"可得到预测失效

概率为

)

0

!

#

!

.!)#

$

&

)

!!!#B!# !'"#

#式!'"#为给定当前样本时"未来观测值的预测

失效概率'

"<'<"#嵌套分析!整体式分析方法 "#

引入一个新的极限状态函数

*

.!4"

!

!

# #4 5

#

!

!

!

#' !'!#

式中$ 4 为标准正态随机变量"并与
!

!

独立%

#

!

!

!

#为统计不确定性参数
!

!

的条件可靠度

指标'

相应于式!'!#的失效概率为
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!

!

!

# #

!
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#

!

!

!

#

$

&
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!

!

#

)

!4#B4B

!

!

#
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!

!

!

(

#

!

!

!

#

(

c

)

!4#B[ ]4 !!

!

!

#B

!

!

'!'@#

##由于 4为标准正态随机变量"因此上式中方

括号内的积分为

!

(

#

!

!

!

#

(

c

)

!4#B4 #

$

((

#

!

!

!

#) #0

!

!

!

!

#'

!'N#

将式!'N#代入式!'@#"可得
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!

!

!

!

# #

!

!

!

0

!

!

!

!

#!!

!

!

#B

!

!

#

)

0

!

!

!

!

#'!'O#

##式!'!#对应的失效概率 10

!

!

!

!

#即为预测失

效概率
)

0

!

!

!

!

#'由于这种方法需要进行两层可靠

度分析"第一层需要首先计算
#

!

!

!

#"第二层再计

算失效概率
)

0

!

!

!

!

#"因此称之为.嵌套可靠度/

('')

分析'

"<'<!#近似分析!整体式分析方法 !#

直接求解预测可靠指标*

#

的近似表达式'对

于功能函数式!'!#"如果
*

.!)#为正态分布"则根

据均值一次二阶矩! 9̀/)3 #̀理论可知"预测可

靠指标为 *

#&&

*

.

6

'

*

.

'如果
#

!

!

!

#接近正态分布"

则有

&

*

.

#& 5

&

#

#

&

#

" !'$C#

'

*

.

# ' 5

'

%

槡 #

' !'$Y#

因此"预测可靠指标可以近似为

*

# &

&

*

.

'

*

.

#

&

#

' 5

'

%

槡 #

' !'A#

式中$

&

#

#-(

#

!

!

!

#) "

'

#

为考虑主观不确定性

的可靠指标标准差"由式!O#求得'

<8;9主观与客观不确定性的分离式分析方法

与整体式分析方法同时处理主观和客观不确

定性不同"这种方法将
#

!

!

!

#单独视为一个随机

变量进行统计可靠性分析'

随机变量
#

!

!

!

#的累积分布函数!6R/#为

-"'-
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#
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!

#

!8# #
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!

!

!

#(8

$

&

!!

!

!

#B

!

!

' !%&#

显然"这是一个嵌套可靠度分析问题"内层需要首

先计算
#

!

!

!

#"外层再计算7

#

!

!

!

#

!8#'

##

#

!

!

!

#的概率分布函数!TR/#为

!

#

!

!

!

#

!8# #

+

7

#

!

!

!

#

!8#6

+

8' !%'#

显然"这是结构可靠度理论中的灵敏度分析问题?

将
#

!

!

!

#在%"

!

!

处近似展开为一次4CK;:X级

数形式"可以得到
#

!

!

!

#的一次近似为

&

#

& #

!%"

!
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#" !%%C#

'

%

#

&

!

(

!

!

#

#

4

!

!

#9"

!

!

-

(

"

!

!

-!

(

!

!

#

#

!

!

#%"

!

!

'

!%%Y#

式中$%"

!

!

为
!

!

的后验平均值"

(

"

!

!

为
!

!

的后验协

方差矩阵'

!#算例分析

=879数值算例分析

考虑极限状态函数

.!3

'

"3

%

# #3

'

(3

%

' !%"#

式中$随机变量 3

'

和 3

%

服从正态分布" 即

3

'

:;!

&

'

"

'

'

#%&#"3

%

:;!

&

%

"

'

%

#'@#'参数

向量为
!

!

#(

&

'

"

&

%

)

4

"并且对于3

'

有 +

'

个样本"

样本均值
,

)

'

#'&&%相应的3

%

有 +

%

个样本"其均

值为
,

)

%

#@& ?

这里假设均值
&

'

和
&

%

的先验分布为无信息

先验分布"根据1CKIL修正准则"可得后验分布为

&

'

:;

,

)

'

"

'

'

+槡
( )

'

"

&

%

:;

,

)

%

"

'

%

+槡
( )

%

'

##下面进行可靠指标的估计"根据可靠指标的

定义有

#

!

!

!

# #

&

'

(

&

%

'

%

'

5

'槡
%

%

' !%!#

对各参数求导可得

+#

+&

'

#(

+#

+&

%

#

'

'

%

'

5

'槡
%

%

'

!<'<'#可靠指标的点估计

依据式!O#和!%!#"利用后验均值可得可靠

指标
#

的点估计值$

)

#

#

#

!%"

!

!

# #

,

)

'

(

,

)

%

'

%

'

5

'槡
%

%

#

'&& (@&

%&

%

5'@槡
%

#%'

!<'<%#可靠指标的区间估计

根据分离式分析方法"利用
&

#

和
'

#

的一次

近似"即由式!%%#可得

&

#

& #

!%&

!

# #%"

'

%

#

&

!

(

!

#

#

4

!

#%"

!

-

(

"

!

-!

(

!

#

#

!

#%&

!

#

'

'

%

'

5

'槡
%

%

'

%

'

+

'

5

'

%

%

+

( )
%

#

&<N!

+

'

5

&<"N

+

%

'

##对于 +

'

#+

%

#+"有
'

#

#

'

槡+
"则有

&

#

2

'

#

#% 2

'

槡+
' !%@#

##对 +取不同值"由式!%@#得可靠指标所在的

区间"列入表 '?

从表 ' 可以看出"随着样本数的增加"由于统

计不确定性所引起的可靠指标的变化范围逐渐缩

小"并向
#

的均值靠近?这说明"样本数的增加使

分布所含的统计不确定性减小"其可信程度提高"

从而使
#

向真值靠近?

表 79可靠指标区间与样本数(的关系

+ @ N O $ A '&

c

&

#

2

'

#

% d&<!!O % d&<!&$ % d&<"O$ % d&<"@! % d&<""" % d&<""% % d&

!<'<"#可靠指标的预测估计

根据 1CKIL原理"可得 3

'

和 3

%

的预测分布

为

)

!!)

'

# #;

)

'

"

'

%

'

5

'

%

'

+槡
( )

'

"

)

!!)

%

# #;

)

%

"

'

%

%

5

'

%

%

+槡
( )

%

' !%N#

则相应的预测可靠指标为

*

#

#

,

)

'

(

,

)

%

'

%

'

5

'

%

'

+

'

5

'

%

%

5

'

%

%

+槡 %

#

'&& (@&

%&

%

5

%&

%

+

'

5'@

%

5

'@

%

+槡 %

#

%

' 5

&<N!

+

'

5

&<"N

+槡 %

' !%O#

##此外"也可以采用整体分析方法中的近似分

析"即由式!'$#可得

&

*

.

#& 5

&

#

#

&

#

#%"

'

*

.

# ' 5

'

%

槡 #

# ' 5

&<N!

+

'

5

&<"N

+槡 %

'

则由式!'A#"预测可靠度指标为

*

# &

&

#

' 5

'

%

槡 #

#

%

' 5

&<N!

+

'

5

&<"N

+槡 %

'

此式与式!%O#等同?
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由此可知"可靠指标与样本的数量 +

'

和 +

%

有

关"假设 +

'

#+

%

#+ "则式!%O#可表示为

*

#

#

%

' 5

'

槡 +

' !%$#

##对 +取不同值"由式!%$#可得*

#

随 + 的变化

规律"列入表 % 中?

表 ;9预测可靠指标 *

"

与样本数(的关系

+ @ N O $ A '&

c

*

#

'<$%N '<$@% '<$O' '<$$N '<$AO '<A&O %<&&&

##由表 % 可知"当 +

-

c

时"预测可靠指标 *

#

等于
#

的点估计值

)

#

?

一般地"当样本的数量有限时"预测可靠指标

*

#

通常比点估计得到的可靠指标*

#

要小"但随着样

本数的增加"逐渐趋近于

)

#

"即

;G]

+

'

"+

%

-

c

*

#

#

)

#

' !%A#

=8;9考虑统计不确定性的断裂可靠度分析

众所周知"焊接的裂缝尺寸是随机的?假设超

过某一特定尺寸<

&

的概率密度函数

!!<*

!

# #

!

I_Z((

!

!<(<

&

#)"<

&

$

<'!"&#

是关于参数
!

的移位指数分布"希望在裂缝尺寸

资料的基础上对
!

进行估计?假设通过对某一段

焊缝观测"参数
!

的似然函数可表示为

%!

!

#

"

#

+

,#'

!!<

,

*

!

#

" !

+

I_Z

(

!

.

+

,#'

!<

,

(<

&

[ ]
#

'

!"'#

则由修正准则!'#可得其后验分布为

!!

!

# #

=!=

!

#

>('

*

!>#

I_Z!(

!

=#' !"%#

上式表明"

!

服从7C]]C分布" =#

.

+

,#'

!<

,

(<

&

#

和>#+ 5' 是它的 % 个分布参数?

裂缝尺寸的预测分布为

)

!!<# #

!

c

&

!

I_Z((

!

!<(<

&

#)!!

!

#B

!

#
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>

!=5<(<

&

#

>5'

"<

&

$

<' !""#

##当<

&

b&<' J]" =b% J]和>b'' 时"参数
!

的后验均值1

!

#>6=b@<@ J]

P'

"则可得裂缝尺寸

的概率密度函数"如图 ' 所示?

由图 ' 可知"考虑
!

不确定性的预测分布显

示极端裂缝尺寸的概率增大?

下面考虑压力管道焊接裂缝的问题$假设管

道长?b' &&& ]"且焊接处产生的裂缝是均值比

为
+

的随机泊松分布"希望确定焊接裂缝尺寸

@

]C_

的概率分布?一般从泊松分布中随机抽取的

分布其分布类型不变"由此可得

/!@

]C_
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图 79裂缝尺寸的概率密度函数

##若已知 @

]C_

关于
+

和
!

的条件分布"则可得

@

]C_

的预测余累积分布函数!66R/#"如图 % 所

示?图中<

&

b&<' J]"

+

是服从参数>b'& 和=b

'%& J]的 7C]]C分布"

!

也是服从参数 >b''

和=b% J]的7C]]C分布?由图可知$考虑统计

不确定性的结果降低了裂缝尺寸的概率?
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!

#

"
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! " #
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,
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0

图 ;9最大裂缝尺寸的>>?@

@#结#语

应用 1CKIL统计学"系统地研究了考虑统计

不确定性的结构统计可靠度理论"给出了考虑统

计不确定性的各种结构可靠性测度"并研究了综

合考虑主观与客观不确定性的整体式与分离式可

靠度计算方法?通过算例分析表明"统计不确定性

对只考虑客观不确定性的随机可靠度有很大影

响?预计统计可靠度理论将会被广泛应用于结构

的安全评定'健康监测和寿命预测中?
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