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三次样条齿线圆柱齿轮齿面接触分析

苏进展，方宗德，蔡香伟

（西北工业大学 机电学院，７１００７２西安，ｓｕｊｉｎｚｈａｎ＠ｍａｉｌ．ｎｗｐｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）

摘　要：对三次样条齿线圆柱齿轮滚切加工和齿面几何接触进行了分析．在推导修形滚刀齿面方程的基础
上，利用三次样条齿线滚切原理和啮合方程得到其齿面数学模型；根据两齿面在啮合中连续相切条件，建立

了考虑安装误差的齿面接触分析（ＴＣＡ）模型．齿面接触分析仿真结果表明，用抛物线形齿廓刀具对齿面修
形，可获得抛物线型的几何传动误差，改善了啮合性能；在安装误差条件下，调整控制结点位置可降低接触印

痕对安装误差的敏感性．
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　　圆柱齿轮广泛应用于机械传动系统中．目前，
许多研究工作都集中在齿廓，而对齿线的研究还

比较少，主要有直线、螺旋线、抛物线［１］等．近些
年来，国内外研究学者对圆弧齿线进行了研究，证

明了圆弧齿线圆柱齿轮具有综合强度高和承载能

力大的特点，在实际工程中得到了一定的应

用［１－７］．圆弧齿线圆柱齿轮的啮合性能对安装误
差较为敏感，通过增大刀盘半径可以降低误差敏

感性［３］，但却减小了齿轮副的重合度，从而影响

传动的平稳性［６］．Ｌｉｔｖｉｎ等［８－９］研究了各种修形方

式的圆柱齿轮，以降低对安装误差敏感性和振动

噪声．
本文在圆弧齿线圆柱齿轮的基础上，提出了

三次样条齿线圆柱齿轮，研究了滚切加工方法，对

齿面啮合进行仿真．比较分析两种不同齿线的齿
轮副，结果表明，三次样条齿线圆柱齿轮可降低接

触印痕对安装误差的敏感性，提高齿轮副的承载

能力．该圆柱齿轮设计和加工方法对研究其他圆
柱齿轮的各种齿形、齿线及综合拓扑修形都具有

参考价值．



１　三次样条齿线展成原理
三次样条齿线是在圆弧齿线的基础上提出

的，如图１所示．Ｍ１、Ｍ２为圆弧齿线上点，Ｍ′１、Ｍ′２
为三次样条齿线上控制结点；以点 Ｎ１、Ｍ′１、Ｇ、
Ｍ′２、Ｎ２为结点，圆弧齿线端点 Ｎ１、Ｎ２处切矢（最
大螺旋角）作为三次样条齿线端点的切矢条件，

构造出如下三次样条函数：

Ｙ（ｉ）ｄ （ｚｄ）＝ｃ
（ｉ）
３ Ｚ

３
ｄ＋ｃ

（ｉ）
２ Ｚ

２
ｄ＋ｃ

（ｉ）
１ Ｚｄ＋ｃ

（ｉ）
０ ，

（ｉ＝Ｉ～ＩＶ）．
所得三次样条齿线是二阶导数连续的光滑曲

线，与圆弧齿线具有相同单一凹凸性，否则需要重

新确定控制结点位置；调整 Ｍ′１、Ｍ′２得到不同齿
线，保证在Ｎ１、Ｎ２处螺旋角不变．本文齿线设计方
法：通过调整控制结点位置，使得齿线在齿宽中点

附近区域螺旋角的变化较小，达到降低接触印痕

对安装误差的敏感性的目的．
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图１　三次样条齿线

　　图２为六轴联动ＮＣ（ＮｕｍｅｒｉｃａｌＣｏｎｔｒｏｌ）滚齿
机示意图，滚刀安装角转动Ａ，滚刀转动Ｂ，工件转
动Ｃ；滚刀沿着工件径向运动Ｘ、切向运动Ｙ、轴向
进给运动Ｚ．如图３所示，由三次样条齿线上任一点
的切矢和法矢相互垂直，可以得到滚刀位置ｌｚ（ｌｚ＝
Ｚｄ）与滚刀安装角ｅ（ｅ＝Ａ＋β，Ａ为滚刀轴线
与Ｙｄ夹角，β为滚刀导程角）之间的关系式为

ｌｚ＝ｆｉ（Ａ）（ｉ＝Ｉ～ＩＶ）． （１）
　　对式（１）求导可得到滚刀沿着Ｚｄ的速度为

Ｖｄ ＝－
ｄｌｚ
ｄｔｋｄ．

工件安装角和工件转角的关系式为

ｗ ＝Ｔｈ／ＴｗＢ ＋Δｗ．
其中，ｗ、Ｂ、Δｗ分别为工件转角、滚刀转角、附
加转角（即将滚刀沿着切向方向位移ｌｙ＝Ｙ

（ｉ）
ｄ （ｌｚ）

转化到工件转角，Δｗ ＝ｌｙ／ｒｗ，ｒｗ为齿轮节圆半
径）；Ｔｈ、Ｔｗ为滚刀头数、齿轮齿数．滚刀需要轴向
运动和径向运动而没有切向运动，工件与滚刀的

角速度之间关系式为

ωｗ ＝
Ｔｈ
Ｔｗ
ωＢ ＋

ｄΔｗ
ｄＡ
ωＡ．
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图２　六轴联动ＮＣ滚齿机示意图
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图３　三次样条齿线展成原理

２　滚刀齿面方程
本文采用法截面为直线型齿廓的右旋 ＺＮ型

蜗杆滚刀加工三次样条齿线圆柱齿轮，其齿面方

程推导可参考文献［１，３，１０－１１］．坐标系Ｓｃ固联
在滚刀的法截面上，αｎ为滚刀压力角，β为滚刀导
程角，ｂｎ为节圆处齿宽，采用抛物线齿廓代替直线
齿廓对滚刀法截面齿廓进行修形．从图４可以得
到刀具齿廓位置矢量为

ｒｃ＝

ｌｔｃｏｓαｎ－ａｃｌ
２
ｔｓｉｎαｎ＋ｒｔ＋０５ｂｎ／ｔａｎαｎ－ｄｐｃｏｓαｎ

０
±（ｌｔｓｉｎαｎ＋ａｃｌ

２
ｔｃｏｓαｎ＋ｄｐｓｉｎαｎ）











１

其中，ｒｔ＝ ｒ２ｈ－
ｂ２ｎ
４ｓｉｎ

２

槡 β－
ｂｎ

２ｔａｎαｎ
，ｒｈ为滚刀节

圆半径，ｌｔ为齿面参数，ａｃ为抛物线系数，ｄｐ为抛
物线极点位置．
　　图５为滚刀齿面展成坐标系，Ｓｂ和Ｓｈ分别为
滚刀参考坐标系和滚刀齿面动坐标系，滚刀齿面

位置矢量和法向矢量为

ｒｈ（ｌｔ，ｈ）＝Ｍｈｂ（ｈ）Ｍｂｃ（β）ｒｃ（ｌｔ），

ｎｈ ＝
ｒｈ
ｌｔ
×
ｒｈ
ｈ
．

·３１１·第９期 苏进展，等：三次样条齿线圆柱齿轮齿面接触分析
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图４　蜗杆滚刀
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图５　滚刀齿面展成坐标系

其中，Ｍｂｃ为Ｓｃ到Ｓｂ的齐次变换矩阵，Ｍｈｂ为Ｓｂ到
Ｓｈ的齐次变换矩阵．

３　啮合方程
图６为六轴联动ＮＣ滚齿机的加工坐标系．
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图６　滚切加工坐标系

　　坐标系Ｓｈ、Ｓｒ、Ｓｗ、Ｓｄ分别为滚刀动坐标系、滚刀
固定坐标系、齿轮动坐标系、齿轮固定坐标系；Ｂ、ｗ
分别为滚刀加工转角、齿轮转角．滚刀安装Ａ在加
工过程中按照式（１）规律变化，同时沿着Ｚｒ轴向进
给运动Ｖｄ和沿着Ｘｒ的径向进给运动，以保证滚切出
完整齿形．齿面的位置矢量和法向矢量为
ｒｄ（ｌｔ，ｈ，Ａ，Ｂ）＝Ｍｄｒ（Ａ）Ｍｒｈ（Ｂ）ｒｈ（ｌｔ，ｈ），
ｎｄ（ｌｔ，ｈ，Ａ，Ｂ）＝Ｌｄｒ（Ａ）Ｌｒｈ（Ｂ）ｒｈ（ｌｔ，ｈ）．
式中，Ｍｒｈ为Ｓｈ到Ｓｒ的齐次变换矩阵，Ｍｄｒ为Ｓｒ到
Ｓｄ的齐次变换矩阵，Ｌｒｈ、Ｌｄｒ分别为 Ｍｒｈ、Ｍｄｒ的旋

转变换矩阵．
切削过程中，满足以下的啮合方程：

ｆ（ｌｔ，ｈ，Ａ，Ｂ）＝ｎ
（ｗ）
ｄ ·Ｖ

（ｗｈ）
ｄ ．

其中，相对速度为 Ｖ（ｗｈ）ｄ ＝Ｖ（ｗ）ｄ －Ｖ（ｈ）ｄ ．齿轮切削
点Ｐ的速度为Ｖ（ｗ）ｄ ＝ｗｗ×ｒ

（ｗ）
ｄ ，ｗｗ ＝ｗｗｋｄ为齿

轮转动的角速度，ｒ（ｗ）ｄ 为 Ｐ点的位置矢量；滚刀对
应的Ｐ点的速度为

Ｖ（ｈ）ｄ ＝（ｗＡ＋ｗＢ）×ｒ
（ｈ）
ｄ ＋Ｖｄ．

其中，

ｗＡ ＝－ｗＡｉｄ，ｗＢ ＝－ｗＢｃｏｓＡｊｄ＋ｗＢｓｉｎＡｋｄ，
ｒ（ｈ）ｄ ＝ｒ（ｗ）ｄ －（ｌｘｉｄ－ｌｚｋｄ），ｌｚ＝｜ＯｒＱ｜，ｌｘ＝｜ＯｄＱ｜．
整理合并之后，有如下的关系式：

　ｆ（ｌｔ，ｈ，Ａ，Ｂ）＝ｆＡ（ｌｔ，ｈ，Ａ，Ｂ）ｗＡ＋
ｆＢ（ｌｔ，ｈ，Ａ，Ｂ）ｗＢ ＝０．

由于加工中转角 Ａ、Ｂ均为独立变量，有如
下的两个啮合方程：

ｆＡ（ｕ，θ，Ａ，Ｂ）＝０，
ｆＢ（ｕ，θ，Ａ，Ｂ）＝０．

　　在齿轮动坐标系Ｓｗ下，齿面的位置矢量和法
向矢量为

ｒｗ（ｌｔ，ｈ，Ａ，Ｂ，ｗ（Ａ，Ｂ））＝Ｍｗｄｒｄ，

ｎｗ（ｌｔ，ｈ，Ａ，Ｂ，ｗ（Ａ，Ｂ））＝Ｌｗｄｎｄ
{ ．

（２）

式中：Ｍｗｄ为Ｓｄ到Ｓｗ的齐次变换矩阵，Ｌｗｄ为Ｍｗｄ
的旋转矩阵．

４　齿面接触分析
齿轮副啮合坐标系（图７）中，坐标系Ｓ１、Ｓｎ分

别为小轮的动坐标系、固定参考坐标系；Ｓ２、Ｓｍ分
别为大轮的动坐标系、固定参考坐标系；Ｓｋ和 Ｓｖ
是模拟安装误差的辅助坐标系，其中 Δγｖ为垂直
安装误差，Δγｋ为水平安装误差，ΔＣ为中心距安
装误差，Ｃ为齿轮副中心距，φ１、φ２分别为小轮和
大轮的啮合转角．小轮和大轮齿面的位置矢量ｒ１、
ｒ２和法向矢量ｎ１、ｎ２可分别用式（２）求得，并在固
定坐标系Ｓｎ中表示为
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图７　齿轮啮合坐标系

ｒ（１）ｎ （ｌ１，１，φ１）＝Ｍｎ１（φ１）ｒ１（ｌ１，１），
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ｎ（１）ｎ （ｌ１，１，φ１）＝Ｌｎ１（φ１）ｎ１（ｌ１，１）；
ｒ（２）ｎ （ｌ２，２，φ２）＝Ｍｎ２（φ２）ｒ２（ｌ２，２），
ｎ（２）ｎ （ｌ２，２，φ２）＝Ｌｎ２（φ２）ｎ２（ｌ２，２）．

式中，Ｍｎｉ＝ＭｎｋＭｋｖＭｖｉ（ｉ＝１，２）分别为Ｓｉ到Ｓｎ
的齐次变换矩阵，Ｌｎｉ为 Ｍｎｉ的旋转变换矩阵．根
据小轮和大轮齿面Σ１、Σ２在小轮固定坐标系Ｓｎ中
连续相切接触条件，得到以下ＴＣＡ基本方程组：

ｒ（１）ｎ （ｌ１，１，φ１）＝ｒ
（２）
ｎ （ｌ２，２，φ２），

ｎ（１）ｎ （ｌ１，１，φ１）＝ｎ
（２）
ｎ （ｌ２，２，φ２）

{ ．
（３）

其中，ｌ１、１为小轮的齿面参数，ｌ２、２为大轮的齿面
参数．式（３）包含６个标量方程，但由于｜ｎｎ

（１）｜＝
｜ｎｎ

（２）｜＝１，所以只有５个独立的标量方程，而未
知量却有６个，取φ１为输入量，求式（３）可得到两
齿面的一个接触点，再以固定步长改变小轮的啮

合转角φ１值，继续求解，直至所求出的接触点超
出两齿面的有效边界，从而获得接触迹线．定义传

动误差定义为

δφ２ ＝（φ２－φ
０
２）－Ｚ１／Ｚ２（φ１－φ

０
１）．

式中：φ０２、φ
０
１为大小轮初始啮合转角，Ｚ２、Ｚ１为大

轮齿数、小轮齿数．

５　算　例
蜗杆滚刀和齿轮副设计参数如表 １所示，

表２、表３是两次调整控制结点位置所得的三次
样条齿线系数，第一次调整时控制结点 Ｍ′１ ＝
（１５，６４）和Ｍ′２＝（－１５，６４），第二次调整时控
制结点Ｍ′１＝（１５，６８）和Ｍ′２＝（－１５，６８）．以
小轮凹面和大轮凸面为研究对象，分别对修形前

后齿轮副进行ＴＣＡ分析，得到齿面接触印痕和传
动误差见图８；图９为２种齿轮副在同等安装误
差条件下３种设计方案的接触印痕．

表１　蜗杆滚刀和齿轮副设计参数

齿数 模数 压力角／（°） 导程角／（°） 齿宽／ｍｍ 节圆半径／ｍｍ 修形系数 极点位置

滚刀 １ ３０ ２５ ２７６５ ３０．０ ００００６ ０

小轮 ２５ ３０ ２５ ３０ ５２．５

大轮 ８０ ３０ ２５ ３０ １２０．０

表２　三次样条齿线系数（第一次调整）

控制点

位置
三次项 二次项 一次项 常数项

Ｉ－０００００８１７６４ －０００１６１１７８－０１７２５６０７１７５７

ＩＩ ００００１７３８８０ －０００４６７３９０－０１０１７７１８０３８５

ＩＩ－００００１７３８８０ －０００４６７３９０ ０１０１７７１８０３８５

ＩＶ ０００００８１７６４ －００１６１７８００ ０１７２５６０７１７５７

表３　三次样条齿线系数（第二次调整）

控制点

位置
三次项 二次项 一次项 常数项

Ｉ －００００３１８８０ －００３２１７８０ －０４９２５６０５５７５７

ＩＩ ００００４１０９２ ００００６５９４ ０８２０５２１８０３８５

ＩＩ －０００４１０９２０ ００００６５９４ ０３６３７１１８０３８５

ＩＶ ００００３１８８０ －００３２１７８０ ０４９２５６０５５７５７

（ａ）圆弧齿线圆柱齿轮接触印痕
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（ｃ）修形前几何传动误差

（ｂ）三次样条齿线圆柱齿轮接触印痕
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（ｄ）修形后几何传动误差

图８　不考虑安装误差接触印痕和传动误差
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（ａ）圆弧齿线圆柱齿轮接触印痕

（ｂ）３次样条齿线圆柱齿轮接触印痕（第一次调整）

（ｃ）三次样条齿线圆柱齿轮接触印痕（第二次调整）

图９　三种齿轮副接触印痕

　　从图８可以看出，对于未经过修形的齿轮副，
其传动误差为零，经抛物线齿廓修形后，产生的抛

物线型传动误差曲线可吸收由安装误差产生线性

误差［８］．传动误差幅值可由齿廓抛物线系数ａｃ来
确定，ａｃ增大，传动误差幅值随之增大，图８（ｂ）为
第一次调整时接触印痕，同时也可以看出三次样

条齿线圆柱齿轮接触椭圆长轴较圆弧线要长．图９
为考虑安装误差条件为 Δγｖ ＝－０１２°，Δγｋ ＝
０１°，ΔＣ＝００５ｍｍ的接触印痕变化；在不同误
差误差组合下，接触印痕将偏离齿宽中心，至于偏

向左端或者右端是由安装误差向量来确定的，可

由ＴＣＡ程序计算得到；由多种组合安装误差条件
下齿轮副ＴＣＡ仿真结果可以看出，三次样条齿线
圆柱齿轮副接触印痕对安装误差敏感性较圆弧线

圆柱齿轮副低（在同等安装误差条件偏离齿宽中

心的程度小）；图９（ａ）为圆弧齿线圆柱齿轮副偏
离齿宽中心情况，可以看出其接触印痕偏离程度

比三次样条齿线圆柱齿轮副（图９（ｂ）、（ｃ））大．
从图９（ｂ）、（ｃ）也可以看出：第二次调整后齿轮副
的接触印痕偏离程度较第一次的偏离程度低；通

过调整控制结点得到的三次样条齿线圆柱齿轮可

降低对安装误差的敏感性；因此，所设计的三次样

条齿线圆柱齿轮副可产生抛物线形几何传动误差

和接触印痕对安装误差敏感性低的特性，可以提

高齿轮副的啮合性能．

６　结　论
１）在圆弧齿线圆柱齿轮的基础上设计了三次

样条齿线圆柱齿轮，通过刀具对齿面进行抛物线

修形，获得抛物线形几何传动误差．修形后的齿

轮副可避免边缘接触及吸收由安装误差引起的不

连续几何传动误差，传动误差的幅值可由抛物线

齿廓参数控制．
２）采用ＴＣＡ方法，比较分析了两种齿轮副接

触印痕对安装误差的敏感性，结果表明，三次样条

齿线齿轮副可有效降低对接触印痕对安装误差敏

感性．
３）可以通过不断调整三次样条控制结点位置

来改变齿线形状，达到优化啮合性能的目的．
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