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含裂纹结构的区间 Ｂ样条小波模糊有限元分析
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摘　要：为了解决工程问题中材料和载荷的不确定性给含裂纹结构数值分析带来的困难，提高数值计算的
精度和效率，将模糊理论与小波有限元相结合，提出了基于区间Ｂ样条小波（Ｂｓｐｌｉｎｅｗａｖｅｌｅｔｏｎｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ，
ＢＳＷＩ）模糊有限元分析法．该方法将哑节点断裂单元镶嵌到含裂纹结构的小波有限元模型中，建立了含裂纹
结构的小波有限元模型，推导了小波有限元模糊平衡方程，并采用 λ水平截集及分解定理求解模糊平衡方
程；在此基础上，利用虚拟裂纹闭合法计算了不同裂纹长度下应力强度因子隶属函数值，并将计算结果与解

析解进行了比较．结果分析表明该方法可用较少单元更为真实、准确地反映结构响应的变化情况，为工程实
际中实现含不确定参数的断裂数值分析提供了一种新途径．
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　　现有的断裂力学数值分析方法大多都是基于
传统有限元模型的．传统有限元理论对裂纹等奇

异性问题，存在计算精度低和效率下降的弊端．近
年来，人们提出了一些新的有限元法，如有限差分

法［１］、边界元法［２－３］和无网格法［４－５］等，但由于缺

少相应软件的支持，使这些数值方法的发展受到

了限制．
小波有限元法（ＷａｖｅｌｅｔＦｉｎｉｔｅＥｌｅｍｅｎｔＭｅｔｈ

ｏｄ，ＷＦＥＭ）是近几年发展起来的一种新的数值分
析方法．以小波函数或小波尺度函数作为插值函



数，充分利用小波尺度函数的多分辨特性，可根据

实际需要任意改变分析尺度，具有算法稳定性好、

计算精度和效率高的优点．因此，在裂纹等奇异性
问题数值计算方面具有诱人的优越性．目前，小波
有限元法研究对象基本上是确定性问题．然而，在
实际工程结构中，由于各种因素的影响，使得结构

的物理参数、几何参数及载荷等具有不确定性，从

而导致结构的响应也具有不确定性，这种不确定

性需要用模糊理论来进行研究［６－７］．本文针对工
程实际中几何参数及载荷等不确定性裂纹结构的

有限元分析问题，提出了基于 ＢＳＷＩ模糊有限元
分析法，建立了ＢＳＷＩ有限元模糊断裂分析模型，
采用区间数分解方法求解模糊平衡方程，基于输

入材料和载荷模糊数的隶属函数，利用虚拟裂纹

闭合法，计算并分析了含裂纹结构响应量的可能

性分布．数值算例证明了该方法切实可行，并具有
较高的计算精度．

１　ＢＳＷＩ单元构造
采用ＢＳＷＩ尺度函数的张量积插值构造单

元，位移函数表示为

ｕ（ε，η）＝（Φ１Φ２）ｐ， （１）
ν（ε，η）＝（Φ１Φ２）ｑ． （２）

式中：Φ１，Φ２分别为ｍ阶ｊ尺度空间的ｎ（ｎ＝２
ｊ＋

ｍ－１）个一维ＢＳＷＩ尺度函数［８］；ｐ、ｑ分别为待求
小波系数列向量；ε，η分别为单元局部坐标．

局部坐标与整体坐标关系为

ε＝
ｘ－ｘ１
Ｌｅｘ
，　η＝

ｙ－ｙ１
Ｌｅｙ
． （３）

式中：ｘ１，ｙ１分别为整体坐标下单元起始坐标；
Ｌｅｘ为单元长度；Ｌｅｙ为宽度．

单元节点位移列阵为

δｅ ＝ Ｕｅ１…Ｕ
ｅ
ｉ…Ｕ

ｅ
ｎ Ｖｅ１…Ｖ

ｅ
ｉ…Ｖ[ ]ｅｎ

Ｔ．（４）

其中

Ｕｅｉ ＝ ｕ（ξｉ，η１） ｕ（ξｉ，η２） … ｕ（ξｉ，ηｎ[ ]），

Ｖｅｉ ＝ ｖ（ξｉ，η１） ｖ（ξｉ，η２） … ｖ（ξｉ，ηｎ[ ]）．

将各节点坐标和位移代入式（１）和式（２），即得：

ｕ＝ ｕ{ }ｖ＝
Ｎ ０
０[ ]Ｎδ

ｅ　． （５）

式中：Ｎ＝（Φ１Φ２）（Ｔ
ｅ
１Ｔ

ｅ
２）；

Ｔｅ１ ＝｛［Φ
Ｔ
１（ε１）Φ

Ｔ
１（ε２）…Φ

Ｔ
１（εｎ）］

Ｔ｝－１；

Ｔｅ２ ＝｛［Φ
Ｔ
２（η１）Φ

Ｔ
２（η２）…Φ

Ｔ
２（ηｎ）］

Ｔ｝－１．
由弹性力学知，平面应力问题的势能泛函为

∏ｐ
＝∫
Ωｅ

１
２ε

ＴＤεｔｄｘｄｙ－∫
Ωｅ

ｕＴＦｔｄｘｄｙ－∫
ｓｅ

ｕＴｐｔｄｘｄｙ．（６）

式中：Ωｅ为单元求解域；ｔ为单元厚度；Ｆ ＝
｛ｆｘ，ｆｙ｝

Ｔ为体力向量；ｐ＝｛ｐｘ，ｐｙ｝
Ｔ为面力向量；

Ｒ＝｛ｕ，ｖ｝Ｔ为位移场向量；Ｄ为弹性矩阵；ε为应
变矩阵，其中

Ｄ＝ Ｅ
１－μ２

１ μ ０
μ １ ０

０ ０ １－μ











２

，

ε＝Ｄ′ｕ，Ｄ′＝


ｘ

０

０ 
ｙ


ｙ


















ｘ

．

式中：Ｅ，μ分别为材料的弹性模量和泊松比．
将式（３）、式（５）和式（６）联立，由变分原理，

令δΠｐ ＝０，可得单元刚度矩阵为

［Ｋ］ｅ ＝ＬｅｘＬｅｙ∫
１

０∫
１

０
ＢＴＤＢｔｄεｄη． （７）

式中：Ｂ＝Ｄ′（Φ１Φ２）（Ｔ
ｅ
１Ｔ

ｅ
２）．

２　ＢＳＷＩ断裂单元构造
ＢＳＷＩ哑节点断裂单元（构造如图１所示），

是用来从小波有限元分析结果中提取相关信息，

进而计算裂纹尖端后面的张开位移和裂纹尖端前

面的虚拟裂纹扩展量［９－１０］．
沿裂纹方向，哑节点断裂单元从两侧的小波

单元中共提取５个节点：节点１和节点２对应于
裂纹尖端，并用特殊刚度的弹簧连接；节点３和节
点４在裂纹尖端的后面；节点５在裂纹尖端的前
面．在实际应用时，节点１和节点２，节点３和节
点４的坐标分别是重合的．
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图１　哑节点断裂单元及节点位移矢量

　　设Ｋｘ和Ｋｙ分别为ｘ和ｙ方向的弹簧刚度，由

图１可知，裂纹尖端垂直节点力为
Ｆｙ１ ＝Ｋｙ（Ｕ２－Ｕ４）． （８）

　　裂纹尖端后面的张开垂直位移为
Δν３，４ ＝Ｕ６－Ｕ８． （９）

　　裂纹前面的虚拟扩展为
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Δα＝｜Ｘ５－Ｘ１｜． （１０）

３　ＢＳＷＩ模糊有限元分析
设弹性模量Ｅ

～
为Ｌ－Ｒ型模糊数，用符号简记

为Ｅ
～
＝（Ｅｍ，ＥＬ，ＥＲ）ＬＲ，其隶属函数为

Ｅ
～
（ｘ）＝

１＋
ｘ－Ｅｍ
ＥＬ
， Ｅｍ －ＥＬ ＜ｘ≤Ｅｍ；

１－
ｘ－Ｅｍ
ＥＲ

， Ｅｍ ＜ｘ≤Ｅｍ ＋ＥＲ；

０， 其他













．
（１１）

式中：Ｅｍ为 Ｅ～的主值，其值与不考虑弹性模量模

糊性时的 Ｅ值相同；ＥＬ，ＥＲ分别为 Ｅ～的左、右展

形．
对于平面应力问题，其弹性矩阵Ｄ

～
为

Ｄ
～
＝

Ｅ
～

１－μ２

１ ０ ０
μ １ ０

０ ０ １－μ











２

． （１２）

　　根据式（７），相应地，小波模糊单元刚度矩
阵为

［Ｋ
～
］ｅ ＝ＬｅｘＬｅｙ∫

１

０∫
１

０
ＢＴＤ

～
Ｂｔｄεｄη． （１３）

　　引入无量纲模糊数 ａ
～
为

ａ
～
＝
Ｅ
～

Ｅｍ
，

Ｅ
～
＝ １，

ＥＬ
Ｅｍ
，
ＥＲ
Ｅ( )
ｍ ＬＲ

． （１４）

　　将式（１４）代入式（１２）得：
Ｄ
～
＝ａ

～
Ｄ． （１５）

　　将式（１５）代入式（１３）得：
［Ｋ
～
］ｅ ＝ａ

～
［Ｋｍ］

ｅ． （１６）

式中［Ｋｍ］
ｅ与式（７）普通 ＢＳＷＩ单元刚度矩阵

相同．
同理，设载荷Ｆ

～
也为Ｌ－Ｒ型模糊数，引入无

量纲模糊数Ｂ
～
为

Ｂ
～
＝
Ｆ
～

Ｆｍ
，

Ｆ
～
＝ １，

ＦＬ
Ｆｍ
，
ＦＲ
Ｆ( )
ｍ ＬＲ

． （１７）

式中：Ｆｍ为Ｆ～的主值，ＦＬ，ＦＲ分别为Ｆ～的左、右展形．

假设弹簧连接裂尖节点ｉ和ｉ＋１，组集哑节
点断裂单元和各ＢＳＷＩ模糊单元的刚度矩阵可得
含裂纹结构总模糊刚度矩阵为

Ｍ ＝

ｋ
～

ｅ
１，１ … ｋ

～

ｅ
１，２ｉ－１ ｋ

～

ｅ
１，２ｉ

   

ｋ
～

ｅ
２ｉ－１，１ … ｋ

～

ｅ
２ｉ－１，２ｉ－１＋Ｋｘ ｋ

～

ｅ
２ｉ－１，２ｉ

ｋ
～

ｅ
２ｉ，１ … ｋ

～

ｅ
２ｉ，２ｉ－１ ｋ

～

ｅ
２ｉ，２ｉ－１＋Ｋｙ

ｋ
～

ｅ
２ｉ＋１，１ … ｋ

～

ｅ
２ｉ＋１，２ｉ－１－Ｋｘ ｋ

～

ｅ
２ｉ＋１，２ｉ

ｋ
～

ｅ
２ｉ＋２，１ … ｋ

～

ｅ
２ｉ＋２，２ｉ－１ ｋ

～

ｅ
２ｉ＋２，２ｉ－Ｋｙ

   

ｋ
～

ｅ
２ｎ，１ ｋ

～

ｅ
２ｎ，２ｉ－１ ｋ

～

ｅ
２ｎ，２































ｉ

，

Ｌ＝

ｋ
～

ｅ
１，２ｉ＋１



ｋ
～

ｅ
２ｉ－１，２ｉ＋１－Ｋｘ

ｋ
～

ｅ
２ｉ，２ｉ＋１

ｋ
～

ｅ
２ｉ＋１，２ｉ＋１＋Ｋｘ

ｋ
～

ｅ
２ｉ＋２，２ｉ＋１



ｋ
～

ｅ
２ｎ，２ｉ＋１

ｋ
～

ｅ
１，２ｉ＋２ … ｋ

～

ｅ
１，２ｎ

  

ｋ
～

ｅ
２ｉ－１，２ｉ＋２ … ｋ

～

ｅ
２ｉ－１，２ｎ

ｋ
～

ｅ
２ｉ，２ｉ＋２－Ｋｙ … ｋ

～

ｅ
２ｉ，２ｎ

ｋ
～

ｅ
２ｉ＋１，２ｉ＋２ … ｋ

～

ｅ
２ｉ＋１，２ｎ

ｋ
～

ｅ
２ｉ＋２，２ｉ＋２＋Ｋｙ … ｋ

～

ｅ
２ｉ＋２，２ｎ

  

ｋ
～

ｅ
２ｎ，２ｉ＋２ … ｋ

～

ｅ
２ｎ，２































ｎ

．

Ｋ＝［Ｍ　Ｌ］． （１８）
式中：ｋ

～ｉｊ
为模糊小波总刚度矩阵元素；Ｋｘ，Ｋｙ分别

为ｘ和ｙ方向的弹簧刚度．
Ｌ－Ｒ型模糊结构平衡方程为

［ｋ
～ｉｊ
］｛ｕ

～ｊ
｝＝｛Ｆ

～ｉ
｝． （１９）

　　对模糊结构小波有限元平衡方程作 λ水平
截集，可得区间方程：

｛［ｋｉｊ，ｋｉｊ］｝λ｛［ｕｊ，ｕｊ］｝λ ＝｛［Ｆｉ，珔Ｆｉ］｝λ．

（２０）
式中：ｋｉｊ，ｋｉｊ分别为结构模糊刚度矩阵元素λ水平
截集的上、下界端点值；ｕｊ，珔ｕｊ和Ｆｉ，珔Ｆｉ的意义可以
类推．

根据区间数运算法则和区间数分解形式的唯

一性，λ水平截集下结构区间方程的解［１１］为

ｕＩλ ＝ｕｍ ＋
１
２［－１，１］ｕｗ ＝

ｋ－１ｍ Ｆｍ ＋
１
２［－１，１］ｋｍ ＋

１
２ｋ( )ｗ －１

·

（Ｆｗ－ｋｗｋ
－１
ｍ Ｆｍ）． （２１）

式中：ｋｍ ＝（珋ｋ＋ｋ）／２；ｕｍ ＝（珔ｕ＋ｕ）／２；Ｆｍ ＝
（珔Ｆ＋Ｆ）／２；ｋｗ＝（珋ｋ－ｋ）／２；ｕｗ＝（珔ｕ－ｕ）／２；Ｆｗ＝
（珔Ｆ－Ｆ）／２．

４　ＢＳＷＩ虚拟裂纹闭合法
虚拟裂纹闭合法是用于二维断裂参数问题计
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算的一步分析法，具有精度高、方法简单的优点．
本文针对Ｉ型裂纹断裂问题进行讨论，但思路和
方法适用于其他断裂模式．如图２所示，将裂纹从
α扩展到α＋Δα所需要的功与将裂纹从α＋Δα闭
合到α所需要的功是相等的．
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图２　虚拟裂纹闭合法

　　在虚拟裂纹线上裂纹尖端节点力在节点位移
上做功为

Ｗ ＝Ｆ（１）ｙ１ ν
（２）
１，１′． （２２）

式中：Ｆ（１）ｙ１为节点１上 Ｙ方向的节点力（竖直方
向）；ν１，１′＝ν１－ν１′为节点１和１′间垂直位移的
变化；上标１和２分别为第１步分析（对初始实际
裂纹）和第２步分析（对虚拟扩展裂纹）．

假设虚拟裂纹尖端后面的张开位移和初始裂

纹尖端后面的张开位移近似相等，式（２２）改写为
Ｗ ＝Ｆ（１）ｙ１ ν

（１）
３，４． （２３）

　　数值实验表明虚拟裂纹闭合法对有限元网
格尺寸并不敏感，因此，Ｉ型裂纹能量释放率Ｇ１可
近似表达为

ＧＩ＝
Ｆｙ１Δν３，４
２ＢΔα

　． （２４）

式中Ｂ为裂纹体的厚度．
对于各向同性均匀线弹性材料而言，应力强

度因子ＫＩ和能量释放率ＧＩ的关系为

ＫＩ＝ ＥＧ槡 Ｉ． （２５）
　　由于弹性模量Ｅ

～
为Ｌ－Ｒ型模糊数，取λ水平

截集，区间应力强度因子ＫＩＩ表示为

ＫＩＩ＝ ＥＩＧ槡
Ｉ
Ｉ． （２６）

　　当λ取遍［０，１］中的一切值后，根据模糊分
解定理可得结构模糊应力强度因子为

ＫＩ＝ ∪
λ∈（０，１）

λＫＩＩ． （２７）

　　若只取有限个λ值进行计算，则：

ＫＩ＝∪
ｍ

ｋ＝１
λｋＫ

Ｉ
Ｉλｋ． （２８）

５　算例分析
如图３所示，共线双边裂纹单向拉伸平板．其

中：Ｌ＝２ｍ，Ｗ＝２ｍ，裂纹长度ａ，板厚ｔ＝００１ｍ，
弹性模量 Ｅ＝（２１０，００４，００４）ＬＲＧＰａ，泊松比

μ＝０３，σ＝（０２，００１，００１）ＬＲＭＰａ，计算时，弹
性模量、载荷均为Ｌ－Ｒ型模糊数，其隶属函数取
为线性函数为

ｙ（ｘ）＝
１＋（ｘ－αｍ）／αＬ， αｍ －αＬ ＜ｘ≤αｍ；

１－（ｘ－αｍ）／αＲ， αｍ ＜ｘ≤αｍ ＋αＲ{ ．
．

假设为平面应力问题，试用基于ＢＳＷＩ小波有
限元的模糊虚拟裂纹闭合法计算其应力强度因子．

!

!

!

!

"

"

!

#

图３　裂纹板单向拉伸

　　为更好地利用 ＢＳＷＩ有限元虚拟裂纹闭合
法，考虑结构几何和载荷的对称性，取该结构１／２
作为计算模型，在其底部施加对称边界条件，采用

２个二阶三尺度区间Ｂ样条小波（ＢＳＷＩ２３）和１个
哑节点断裂单元求解．

表１给出了当隶属度为 １０时，采用 ２个
ＢＳＷＩ２３单元的模糊虚拟裂纹闭合法计算不同裂
纹长度下应力强度因子与解析解的相对误差．从
表１中可看出最大相对误差值为１５８３％，说明
本文提出的计算方法切实可行的，并可用较少单

元获得较高计算精度．
表１　隶属度为１０时模糊算法与解析解的相对误差

计算方法
裂纹长度ａ／ｍ

０１２５ ０２５０ ０３７５ ０５００

２个ＢＳＷＩ２３ １４１２ １９８９ ２６６２ ３１２８
解析解 １４３１ ２０２１ ２６５０ ３１０２

相对误差／％ １３２８ １５８３ ０４５３ ０８３８

　　表２给出了不同裂纹长度α下的应力强度因
子ＫＩ隶属函数值．由表２看出不同隶属度下应力
强度因子随裂纹长度变化的关系．
　　图４，５分别为裂纹面上距裂尖 ｒ＝０１２５，
０２５０ｍ处垂直位移ｖ的隶属函数图．由于选取左、
右基准函数Ｌ（ｘ），Ｒ（ｘ）相同，垂直位移ｖ分布均为
中心对称分布；由图４，５可见，对于不同ｒ值，当隶
属度较低时，垂直位移ｖ的变化区间较大，当隶属
度较高时，垂直位移ｖ变化区间较小，当隶属度为
１０时，左右端点值均相等，分别为ｖ０１２５ ＝４５６９６
×１０－５ｍ和ｖ０２５０＝６４４６６×１０

－５ｍ，结果与确定性
小波有限元结果一致．由此看出，利用本文建立的
区间Ｂ样条小波有限元模糊虚拟裂纹闭合法对含
裂纹结构进行断裂分析比确定性小波有限元分析

更能全面反映结构响应的真实变化情况．
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表２　不同裂纹长度下应力强度因子隶属函数值 １０５Ｐａ·ｍ１／２

λ
裂纹长度ａ／ｍ

０１２５ ０２５０ ０３７５ ０５００

００ ［１３８３７，１４４０２］ ［１９４９３，２０２８８］ ［２６０３５，２７２０５］ ［３０４７０，３２０９１］
０２ ［１３８９３，１４３４６］ ［１９５７３，２０２０８］ ［２６１５４，２７０８５］ ［３０６３０，３１８３１］
０４ ［１３９４９，１４２９０］ ［１９６５３，２０１２８］ ［２６２７３，２６９６５］ ［３０７８１，３１６８４］
０６ ［１４００５，１４２３４］ ［１９７３４，２００４５］ ［２６３９３，２６８４５］ ［３０９４２，３１５４３］
０８ ［１４０６１，１４１７７］ ［１９８１６，１９９６４］ ［２６５１３，２６７１６］ ［３１１９０，３１４２７］
１０ １４１２０ １９８９０ ２６６２０ ３１２８０
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图４　裂纹面上距裂尖ｒ＝０１２５ｍ垂直位移ｖ隶属函数
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图５　裂纹面上距裂尖ｒ＝０２５０ｍ垂直位移ｖ隶属函数

６　结　论
１）将本文方法的计算结果与解析解进行了

比较，结果表明：当隶属度为１０时，不同裂纹长
度下，应力强度因子隶属函数值最大相对误差为

１５８３％．验证了该方法在解决含有不确定性参数
的裂纹结构有限元分析方面的可靠性．
２）利用本方法计算了不同裂纹长度和隶属

度下的应力强度因子 ＫＩ隶属函数值．结果表明：
对于不同ｒ值，当隶属度较低时，垂直位移 ｖ的变
化区间较大，当隶属度较高时，垂直位移ｖ变化区
间较小，当隶属度为１０时，左右端点值均相等．
由此看出，本文建立的计算方法对含裂纹结构进

行断裂分析比确定性有限元分析法更能全面反映

结构响应的真实变化情况．
３）小波有限元与传统有限元相比，在计算裂

纹等奇异性问题方面可用较少单元和自由度数，

获得较高计算精度和效率，因此，在数值计算方法

上为求解具有材料和载荷不确定性的裂尖奇异性

问题提供了一种可行的途径．
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