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摘　 要： 谐波合成法（ＷＡＷＳ）具有较高的随机序列生成精度，是目前进行随机风场模拟中较多采用的方法，
但在模拟多节点、长序列脉动风场时程时往往存在计算效率低、内存易超限的问题．本文结合谐波合成法与

ＰＯＤ 技术 （ＷＡＷＳ ／ ＰＯＤ），在保证计算精度的前提下大大提高计算效率，解决了数值模拟过程中计算内存超

限的问题．同时为方便用户掌握数值模拟的精度，给出该方法的误差控制指标，用于选择正交分解阶数．最
后，采用 ＷＡＷＳ ／ ＰＯＤ 联合法模拟了空间 ２００ 个节点的脉动风场，验证了方法的准确性和高效性．
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　 　 随着现代工程结构的日趋大型化、复杂化，风
致动力响应分析成为许多结构设计中必不可少的

环节．当采用时程方法进行结构风致动力响应分

析时通常需要先对来流脉动风场进行模拟，即使

是通过多点同步测压试验获得脉动风压时程的情

况，也会由于测点数的限制及与结构作用点的不

同而需要进行数值模拟或插值分析．目前用于脉

动风速时程模拟的方法主要有线性滤波器法（ＡＲ
或 ＡＲＭＡ）、小波变换法 （ＤＷＴ） 和谐波合成法

（ＷＡＷＳ）等．线性滤波器法［１－３］ 模拟效率较高，但
属于有条件稳定的模拟方法［４］，在模拟过程中模

型定阶问题具有一定的经验性，模拟精度相对较

差；小波变换法［５－６］ 在模拟非平稳信号时具有一

定的优势，但是小波基的选取以及小波系数的估

计对模拟精度有较大的影响，通常情况下不建议

采用该方法来模拟平稳随机过程；谐波合成法［７］

将随机风速视为一系列余弦波的叠加，理论简单



清晰，而且可以生成无条件稳定的高精度模拟结

果，因而在随机风场模拟中应用最多．然而，谐波

合成法的缺点也是明显的，即计算效率不高；特别

是当模拟的空间点数较多时，互谱密度矩阵中元

素的生成和矩阵的分解工作量都将大大增加，同
时谐波项的叠加过程也会耗费大量的计算时间，
而且很有可能会出现计算内存超限的问题．针对

谐波合成法计算效率低、计算消耗大的问题，国内

外学者已开展了一些研究［８－１１］ ．Ｙａｎｇ［８］ 将快速傅

里叶变换（ＦＦＴ）技术应用到模拟算法中，使谐波

项的叠加效率有了很大提高；曹映泓等［１０］ 提出采

用互谱密度矩阵 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解的显示表达式和忽

略部分余弦项来提高计算效率，但通常情况下无

法获得 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解的显示表达式，而且在忽略

余弦项时没有一个明显的误差控制指标，因此该

方法在实际使用中受到一定限制；罗俊杰等［１１］ 提

出采用递归优化算法进行矩阵的 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解，
同时引入矩阵乘算法来提高计算效率．尽管这些

研究工作对谐波合成法有所改进，但都存在计算

效率低下的问题，因此仍需要从算法出发寻求更

为有效的改进技术，以实现在有限的计算资源上

获得理想结果．
本文在对谐波合成法进行深入剖析的基础

上，通过引入随机场的高效描述方法———本征正

交分解技术（ＰＯＤ），与谐波合成法相结合，在保

证计算精度的前提下大大提高计算效率，解决了

数值模拟过程中计算内存超限的问题，同时在模

拟中运用快速傅里叶变化技术以简化计算过程，
提高了计算速度；此外，给出该方法的误差控制指

标， 用 于 选 择 正 交 分 解 的 阶 数； 最 后， 采 用

ＷＡＷＳ ／ ＰＯＤ 联合法模拟了空间 ２００ 个节点的脉

动风场，验证了方法的准确性和高效性．

１　 谐波合成法

根据 Ｓｈｉｎｏｚｕｋａ 理论［７］，对一维、 ｎ 变量、零均

值的高斯随机过程｛Ｖ（ ｔ）｝可由下式来模拟

Ｖ ｊ（ ｔ） ＝ ２ Δω∑
ｊ

ｍ ＝ １
∑
Ｎ

ｌ ＝ １
｜ Ｈ ｊｍ（ωｍｌ） ｜·

ｃｏｓ（ωｍｌ ｔ － θ ｊｍ（ωｍｌ ＋ ϕｍｌ），ｊ ＝ １，２，…，ｎ． （１）
式中： ｊ 为需要模拟的空间场点数， Ｎ 为频率等份

数，是一个充分大的正整数， Δω ＝ ω ｕｐ ／ Ｎ， 为频率

增量， ω ｕｐ 为截止频率，即当 ω ＞ ω ｕｐ 时，随机过程

｛Ｖ（ ｔ）｝的互谱密度矩阵［Ｓ０（ω）］ ＝ ０， ϕｍｌ 为均匀

分布于 （０，２π） 区间的随机相位， Ｈ ｊｍ（ωｍｌ） 是矩

阵［Ｈ （ω）］ 中的元素，［Ｈ （ω）］ 是 ［ Ｓ０（ω）］ 的

Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解，θ ｊｍ（ω）为 Ｈ ｊｍ（ω）的复角．可以证

明，当 Ｎ→∞ 时，式（１）模拟的随机过程满足目

标谱［７，９］ ．
可以看出谐波合成法计算效率低的主要原因

有两方面：① 谐波项的叠加过程需要耗费大量计

算时间；② 对应每个频率都要进行互谱密度矩阵

的 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解，并且随着模拟节点数目（ ｎ ）的
增多，计算量将按 ｎ ２ ／ ２ 的比率增加．针对以上问

题，本文对谐波合成法做了两方面的改进：
１） 引入 ＦＦＴ 技术，将随机过程模拟式（１）改

写成如下表达形式［９］

Ｖｊ（ｐΔｔ） ＝ Ｒｅ ∑
ｊ

ｍ ＝ １
ｈｊｍ（ｑΔｔ）ｅｘｐ ｉ ｍΔω

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｐΔｔ）é

ë
êê

ù

û
úú{ } ．

（２）
式中： ｐ ＝ ０，１，２…Ｍ × ｎ － １；Ｍ ＝ ２Ｎ，ｑ 是 ｐ ／ Ｍ 的

余数，ｑ ＝ ０，１，２…Ｍ － １．

ｈ ｊｍ（ｑΔｔ） ＝ ∑
Ｍ－１

ｌ ＝ ０
Ｂ ｊｍ（ ｌΔω）ｅｘｐ［ ｉ（ ｌΔω）（ｑΔｔ）］ ．

（３）
而 Ｂ ｊｍ（ ｌΔω） 的值可以通过下式确定

Ｂ ｊｍ（ ｌΔω） ＝

２（Δω）Ｈｊｍ ｌΔω ＋ ｍΔω
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ（ｉϕｍｌ）， ０≤ ｌ ＜ Ｎ；

０， Ｎ≤ ｌ ＜ ２Ｎ．

ì

î

í
ïï

ïï

（４）
　 　 ２）引入本征正交分解法（ＰＯＤ），降低互谱密

度矩阵的维数以提高谐波合成法的计算效率．

２　 ＷＡＷＳ ／ ＰＯＤ 联合法

２􀆰 １　 本征正交分解法

本征正交分解法（ＰＯＤ）是一种随机场的高

效描述方法，仅需用少量的项数就可很好描述随

机场本身［１２－１３］ ．在模拟随机风场时，用低阶互谱

密度矩阵代替完整互谱密度矩阵来实现降阶的目

的，关键是如何确定阶数及降阶后的互谱表达式．
对于一个一维、零均值、 ｎ 个变量的平稳随机

过程 ｛Ｖ（ ｔ）｝ ＝ Ｖ１（ ｔ） … Ｖｎ（ ｔ）[ ] Ｔ，（ ｔ ＝ １，２，
…，Ｎ） ． 根据 ＰＯＤ 原理，可以级数展开为

｛Ｖ（ ｔ）｝ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ａｋ（ ｔ）｛ϕ｝ ｋ ＝ ［Φ］｛ａ（ ｔ）｝ ． （５）

其中 ｛ａ（ ｔ）｝ ＝ ［ａ１（ ｔ），ａ２（ ｔ），…，ａｎ（ ｔ）］ Ｔ 是相互

正交的时间主坐标，可表示为

｛ａ（ ｔ）｝ ＝ ［Φ］ Ｔ｛Ｖ（ ｔ）｝ ． （６）
［Φ］ ＝［｛ϕ｝ １，…，｛ϕ｝ ｎ］是协方差矩阵［Ｃｖ］的本

征向量（或称本征模态）矩阵，具体可由下式得到

［Ｃｖ］｛ϕ｝ ｋ ＝ λｋ｛ϕ｝ ｋ ． （７）
其中 λ ｋ（λ ｎ ≤…≤…≤ λ １）是相应的本征值，它
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的数值大小直接反映了相应本征模态包含能量的

大小．而协方差矩阵［Ｃｖ］可表示为

　 　 ［Ｃｖ］ ＝ ［Ｒｖ（０）］ ＝ ∫∞
－∞

［Ｓ０（ω）］ｄω ≈

　 　 　 　 　 　 ∫ωｕｐ
－ωｕｐ

［Ｓ０（ω）］ｄω． （８）

由式 （７）、 （８）可得

∫ωｕｐ
－ωｕｐ

［Ｓ０（ω）］ｄω｛ϕ｝ ｋ ≈ λｋ｛ϕ｝ ｋ ． （９）

　 　 上式表明可由随机过程的互谱密度矩阵近似

得到协方差矩阵［Ｃｖ］的本征模态矩阵［Φ］，时间

主坐标｛ａ（ ｔ）｝的互谱密度矩阵［Ｓ０
ａ（ω）］为

［Ｓ０
ａ（ω）］ ＝ ［Φ］ Ｔ［Ｓ０（ω）］［Φ］． （１０）

　 　 式（９）、（１０）表明，可通过随机过程｛Ｖ（ ｔ）｝
的互谱密度矩阵来近似获得时间主坐标｛ａ（ ｔ）｝
的互谱密度矩阵．另外，根据 ＰＯＤ 原理，ａｎ（ ｔ）的均

方值即本征值 λｎ ．
２􀆰 ２　 ＷＡＷＳ ／ ＰＯＤ 联合法的提出

首先通过引入本征正交分解法（ＰＯＤ），来获

得能够近似代表实际风场频谱特性的少量阶时间

主坐标的互谱密度矩阵，再结合 ＦＦＴ 技术和谐波

合成法模拟得到相应的时间主坐标，最后利用这

些时间主坐标与对应的本征模态组建整个随机

场，同时给出了相应的误差控制指标．前 ｋ 阶本征

模态的累计能量贡献可由下式估计

Π（ｋ） ＝
∑

ｋ

ｉ ＝ １
λ ｉ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

× １００． （１１）

　 　 该式可用于选择近似模拟随机场所需的本征

模态阶数．例如，要想保证模拟结果具有原有随机

过程 ９０％以上的能量，只需通过 Π （ｋλ） ≥ ９０ 来

确定 ｋλ 的具体取值．
由随 机 过 程 ｛Ｖ（ ｔ）｝ 的 互 谱 密 度 矩 阵

［Ｓ０（ω）］ 来近似获得前 ｋλ 个时间主坐标的互谱

密度矩阵［Ｓ０
ａλ（ω）］ ｋλ ×ｋλ（［·］·×· 表示分块矩阵） ．

将时间主坐标的互谱密度矩阵［Ｓ０
ａ（ω）］ 写成如

下分块矩阵形式：
［Ｓ０

ａ（ω）］ ＝

［Ｓ０
ａ１１（ω）］ ｋλ×ｋλ ［Ｓ０

ａ１２（ω）］ ｋλ×（ｎ－ｋλ）

［Ｓ０
ａ２１（ω）］ （ｎ－ｋλ） ×ｋλ ［Ｓ０

ａ２２（ω）］ （ｎ－ｋλ） ×（ｎ－ｋλ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
．

（１２）
　 　 同理随机过程的互谱密度矩阵［Ｓ０（ω）］和本

征模态矩阵［Φ］也可表示成分块形式，则式（１０）
表示为

［Ｓ０
ａλ（ω）］ ＝

［ϕ１１］Ｔ｛［Ｓ０
１１（ω）］［ϕ１１］ ＋ ［Ｓ０

１２（ω）］［ϕ２１］｝ ＋
［ϕ２１］Ｔ｛［Ｓ０

２１（ω）］［ϕ１１］ ＋ ［Ｓ０
２２（ω）］［ϕ２１］｝． （１３）

　 　 基于前 ｋλ 个时间主坐标的互谱密度矩阵采

用 ＦＦＴ 技术和谐波合成法模拟得到［ａλ（ ｔ）］，再
与相应的本征模态相组合来近似重构随机场：

｛􀭾Ｖ（ ｔ）｝ ＝
［ϕ１１］
［ϕ２１］

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
［ａλ（ ｔ）］ ． （１４）

　 　 在这里值得注意的是：要想利用式（１４）重构

得到正确的随机场，由上述方法得到的时间主坐

标时程应具有 ＰＯＤ 分解得到的时间主坐标的正

交性质，即 ａｎ（ ｔ） 的均方值应等于本征值 λ ｎ ，将
在下节算例中验证该特性．

相应的互谱密度矩阵 ［􀭹Ｓ０（ω）］ 为

［􀭹Ｓ０（ω）］ ＝
［ϕ１１］
［ϕ２１］

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
［Ｓ０

ａλ（ω）］ ［ϕ１１］ Ｔ ［ϕ２１］ Ｔ[ ] ．（１５）

２􀆰 ３　 误差控制

在执行随机过程的模拟步骤之前，可以先通

过比较数值模拟将要得到的互谱密度矩阵

［􀭹Ｓ０（ω）］ 与 实 际 随 机 过 程 的 互 谱 密 度 矩 阵

［Ｓ０（ω）］之间的差异来精确建立数值模拟过程所

造成的误差控制指标

［Ｅ］ ｉｊ ＝
∫ ｜ ［􀭹Ｓ０（ω）］ ｉｊ － ［Ｓ０（ω）］ ｉｊ ｜ ｄω

∫ ｜ ［Ｓ０（ω）］ ｉｊ ｜ ｄω
× １００．

（１６）
式中 ［·］ ｉｊ 表示第 ｉ 行第 ｊ 列的元素，其最小值、平
均值和最大值分别定义最小误差 （Ｅｍｉｎ ）、平均误

差（ Ｅ ｍｅａｎ）和最大误差（ Ｅｍａｘ ）．
在通过式（１１）选择模拟随机场所需的本征

模态阶数 ｋλ 时，可建立一个简单的误差评价指标

Ｅｅｉｇｅｎ（ｋλ） ＝ １００ －
∑
ｋλ

ｉ ＝ １
λ ｉ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ

× １００． （１７）

　 　 实际应用时可先通过式（１７）来选择 ｋλ，然后

再检查其他各项误差．
以上分析表明引入 ＰＯＤ 技术能否有效提高

谐波合成法的计算效率依赖于随机过程的相关

性，如果 λ ｎ ≪ … ≪ … ≪ λ １，即随机过程具有很

好的相关性，则 ｋλ ≪ ｎ ，可以大大提高计算效率，
然而，如果 λ ｎ ≈ … ≈ … ≈ λ １， 即随机过程的相

关性较弱，则计算效率改善不大，但是可以通过以

下过程来提高计算效率．由于随机过程的相关性

较弱，则可以假设每个时间主坐标之间相互独立，
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即对于每个时间主坐标，可以分别基于各自的自

谱密度矩阵进行快速傅里叶变换来获得． ａｉ（ ｔ） 可

以由 Ｓ０
ａ，ｉ（ω） 进行快速傅里叶变换得到．同样，可

以用上述方法来计算误差控制指标．

３　 数值算例

　 　 为了检验上述风场模拟方法的准确性和高

效性，选取了空间 ２００ 个节点来模拟其脉动风速，
沿宽度方向 （ｘ） 的节点间距为 ６ ｍ，共 ５ 列，沿高

度方向 （ ｚ） 的节点间距为 ３ ｍ，共 ４０ 行．
模拟 Ｂ 类地貌， １０ ｍ 高处的基本风速为

２０ ｍ ／ ｓ，目标谱为 Ｋａｒｍａｎ 谱［１５］

ｆＳｖ（ ｆ）
σ２

ｖ

＝ ４γ
（１ ＋ ７０􀆰 ８γ２） ５ ／ ６ ．

式中 γ ＝
ｆＬｖ

􀭵Ｖｚ

，湍流尺度 Ｌｖ ＝ １００ ｚ
３０

æ

è
ç

ö

ø
÷

０􀆰 ５

，σ ｖ ＝ Ｉ􀭵Ｖｚ，

湍流强度为

Ｉ ＝

０􀆰 ２３， ｚ ≤ ５；

０􀆰 １ ｚ
３５０

æ

è
ç

ö

ø
÷

－α－０􀆰 ０５

， ５ ＜ ｚ ＜ ３５０；

０􀆰 １， ｚ ≥ ３５０．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

空间相干函数为

Ｃｏｈ（ ｉ，ｊ，ｆ） ＝

ｅｘｐ －
ｆ［Ｃ２

ｘ（ｘｉ － ｘ ｊ） ２ ＋ Ｃ２
ｚ（ ｚｉ － ｚ ｊ） ２］ １ ／ ２

１
２
［􀭰ｖｉ ＋ 􀭰ｖｊ］

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï
．

式中取 Ｃｘ ＝ １６，Ｃｚ ＝ １０． 计算时间步长为 ０􀆰 １ ｓ，总
时长 ４０９􀆰 ６ ｓ．

图 １ 给出了基于时间主坐标的谱密度矩阵采

用谐波合成法得到的时间主坐标的均方值与相应

的本征模态之间的比值分布图．所有模态对应的

比值都非常接近 １，这表明模拟所得到的时间主

坐标时程具有 ＰＯＤ 分解得到的时间主坐标的正

交性质，即 ａｎ（ ｔ） 的均方值等于本征值 λ ｎ ，也就

是说可以采用模拟所得的时间主坐标时程与相应

的本征模态相组合来近似重构随机场．
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图 １　 模拟所得时间主坐标与相应本征值的比值分布

　 　 图 ２ 给出了计算误差随选取的本征模态阶数

ｋλ 的变化曲线．随着 ｋλ 的增加，数值模拟的计算

误差呈现指数形式的衰减趋势，尤其是在前 ４０ 阶

本征模态以前的衰减率很大．当 ｋλ ＝ ２０，平均误差

就可以控制在 ５％以内，而最大误差也仅 １５％，也
即只要选取前 ２０ 阶本征模态就可以保证数值模

拟精度．图 ３ 给出了计算耗时随选取本征模态阶

数 ｋλ 的变化曲线，所有的计算都是在 ＣＰＵ 为

Ｐ８４００＆２􀆰 ２６ ＧＨｚ，内存为 ２Ｇ 的 ＰＣ 机上进行的，
编程软件为 Ｍａｔｌａｂ．选取前 ２０ 阶本征模态进行数

值模拟时计算所花时间是 ５０９ ｓ，而直接用谐波合

成法的计算耗时是 １１ ５６０ ｓ，在本算例中采用结

合 ＰＯＤ 技术的谐波合成法可以节省约 ９５％计算

时间，同时可以节省计算内存消耗约 ３５％．
误差评价标准
最小误差
平均误差
最大误差

40
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0
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选取的本征模态阶数

误
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图 ２　 模拟误差随本征模态数的变化曲线
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图 ３　 计算耗时随本征模态数的变化曲线

　 　 图 ４、５ 分别给出了功率谱和互相关函数的对比

曲线，本算例中仅需选取前 ２０ 阶本征模态就可以很

好地模拟实际随机场，无论是功率谱还是互相关函

数都与目标值很接近．
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图 ５　 互相关函数对比曲线

４　 结　 语

采用谐波合成法模拟多节点、多时间步的脉

动风场时计算效率低、计算内存超限的问题，从谐

波合成法计算效率低下的根本原因出发，引入随

机场的高效描述方法———本征正交分解技术

（ＰＯＤ），将其与谐波合成法相结合来模拟脉动风

场时间序列，该方法仅需采用谐波合成法模拟少

量阶时间主坐标的时间序列就可以近似重构整个

随机场，用少量阶数点的互谱密度矩阵 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ
分解来代替所有点数的互谱密度矩阵 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分

解，从而能够大大提高计算效率，降低计算消耗，
在随机场的模拟中具有很大的应用价值．
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