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摘　 要： 为了研究压滤效应对压密注浆的影响，在考虑滤出水渗流和土体弹性变形耦合的基础上，推导出了

考虑压滤效应时饱和黏土压密注浆球孔扩张的控制方程．并在不考虑土体渗透率变化的前提下，对该控制方

程进行简化，得到径向应力和径向位移的表达式，该简化方法可较好地计算球孔扩张问题中径向应力和径向

位移．与本文计算方法相比，传统的球孔扩张理论无法考虑压滤效应和有效应力比的影响，当有效应力比较

小时（即浆液较稀），传统方法的误差较大．利用本文方法对压密注浆过程进行分析，结果表明：随着半径的增

大，径向应力显著减小，随着有效应力比的减小，内侧土体的径向应力逐渐减小；有效应力比对内侧土体径向

位移的影响不大，而随着有效应力比的减小，周围土体的径向位移逐渐增大．
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　 　 球孔扩张理论广泛应用于隧道、井筒、沉桩等

问题的应力分析，国内外学者从不同角度对此作

了研究［１－７］ ．在这些研究中，均使用注浆压力直接

计算压密注浆过程中土体的变形，而忽略压密注

浆过程中孔隙水的渗流．根据有效应力原理，注浆

压力为总应力，其中有效应力部分才能引起土体

的变形，而孔隙水压力部分将引起孔隙水的渗流．
本文对黏土中压密注浆进行研究，并引入有

效应力比（有效应力比总应力）的概念，将注浆压

力明确划分为孔隙水压力和有效应力，并考虑到

压滤效应的影响，对球孔扩张理论进行研究，并与

传统球孔扩散理论进行对比分析．



１　 理论模型

　 　 根据有效应力原理，总应力由有效应力和孔

隙水压力组成，其中有效应力引起土体的变形，而
孔隙水压力引起孔隙水的渗流．在饱和黏土中进

行压密注浆时，在均匀分布的孔隙水压力 ｐ ０的作

用下，浆液发生压滤效应，滤出水在土体中呈球状

渗透扩散，其理论模型见图 １（ａ）．而在有效应力 σ

０的作用下，土体将产生压缩，同时浆液的流动也

会对途经土体产生拖曳力作用，即渗透力，渗透力

将引起土体有效应力的增加，使土体产生变形，进
而改变了土体的渗透性，土体球孔扩张的理论模

型见图 １（ｂ），其中 ｒ ０为注浆管半径， Ｒ 为注浆管

间距， ｐ ０为孔隙水压力 ｐ０ ＝ （１ － α）σ ， σ 为注浆

压力，α 为有效应力比（取决于浆液与土体的性

质，浆液越稀，有效应力比越小，土体的孔隙越大，
有效应力比越小）， ｐ１ 为原位土地下水压力，σ０

为有效应力σ０ ＝ － ασ，σ１ 为原位土有效应力，ｆｓ 为
渗透力．

(a) 球孔渗透扩散理论模型

(b) 球孔扩张理论模型
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图 １　 理论模型

２　 基本假定

对黏土中压密注浆球孔扩散做如下假定：
１） 土体仅发生弹性变形，且弹性变形在应力

施加后立刻发生；

２） 初始状态下，土体为均质各向同性体；
３） 浆液和土颗粒不可压缩；
４） 小变形假定；
５） 忽略重力对渗流和土体压缩的影响；
６） 注浆过程中土体有效应力比不发生改变．

３　 考虑压滤效应下饱和黏土压密注

浆球孔扩张理论

３ １　 滤出水的渗流

滤出水为牛顿流体，它在土体中的渗流满足

达西定律

Ｖ ＝ ｑ
Ａ

＝ ｋ′ － ｄｐ
ｄｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１）

式中： ｑ 为压滤量； Ａ 为滤出水渗流过程中经过的

任一球面， Ａ ＝ ４πｒ２；ｋ′ 为土体发生弹性变形后的

渗透系数．
渗透系数与体积应变的关系可表示为［８］

ｋ′ ＝ １
１ ＋ εＶ

１ ＋
εＶ

ｎ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

ｋ． （２）

式中： ｋ 为初始渗透系数； ｎ０ 为初始孔隙度；εＶ 为

体积应变，εＶ ＝ εｒ ＋ εθ ＋ εϕ，对于球对称问题，
εθ ＝εϕ ＝ εｔ，故 εＶ ＝ εｒ ＋ ２εｔ，εｔ 为切向正应变．

由式（１）和（２）得
ｄｐ
ｄｒ

＝ － ｑ
４πｒ２ｋ＇

． （３）

　 　 由于滤出水的消散半径为注浆管间距 Ｒ 的

一半，故有渗流边界条件为

ｒ ＝ ｒ０，ｐ ＝ （１ － α）σ；

ｒ ＝ １
２
Ｒ，ｐ ＝ ｐ１ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（４）

３ ２　 土体的变形

球对称问题的平衡微分方程为

ｄσｒ

ｄｒ
＋ ２

σｒ － σｔ

ｒ
＋ ｆｓ ＝ ０． （５）

式中： σｔ 为切向的正应力，σθ ＝ σϕ ＝ σｔ ．

其中渗透力 ｆｓ ＝ －
ｄｐ
ｄｒ

＝ ｑ
４πｒ２ｋ＇

， 故平衡微分方

程可表示为

ｄσｒ

ｄｒ
＋ ２

σｒ － σｔ

ｒ
＋ ｑ
４πｒ２ｋ＇

＝ ０， （６）

　 　 几何方程为

εｒ ＝ ｄｕｒ ／ ｄｒ，
εｔ ＝ ｕｒ ／ ｒ．

{ （７）

式中 ｕｒ 为土体的径向位移．
土体的弹性本构方程为广义胡克定律，表达

式为
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εｒ ＝
１
Ｅ
（σｒ － ２υσｔ），

εｔ ＝
１
Ｅ
［（１ － υ）σｔ － υσｒ］ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（８）

　 　 球孔扩张边界条件：
ｒ ＝ ｒ０，σｒ ＝ － ασ ＋ σ１；

ｒ ＝ １
２
Ｒ，ｕｒ ＝ ０．

ì

î

í

ïï

ïï

（９）

　 　 上述方程中，渗流微分方程（１）、平衡微分方

程（６）、几何方程（７）、弹性本构方程（８）、渗透率

与体积应变关系（２），以及渗流边界条件（４）和球

孔扩张边界条件（９），共同构成了考虑压滤效应

下饱和黏土压密注浆球孔扩张的控制方程．
３ ３　 简化算法

若不考虑土体渗透率的变化，即 ｋ＇ ＝ ｋ ，则式

（３）为
ｄｐ
ｄｒ

＝ － ｑ
４πｋ

１
ｒ２
． （１０）

　 　 求解式（１０），并根据渗流边界条件（４）得

ｐ ＝
（１ － α）σ － ｐ１

１ ／ ｒ０ － ２ ／ Ｒ
１
ｒ

＋ ｐ１ －
（１ － α）σ － ｐ１

Ｒ ／ ２ｒ０ － １
．

（１１）
故平衡微分方程可表示为

ｄσｒ

ｄｒ
＋ ２

σｒ － σｔ

ｒ
＝ Ｃ
ｒ２
． （１２）

其中：

Ｃ ＝－
（１ － α）σ － ｐ１

１ ／ ｒ０ － ２ ／ Ｒ
．

　 　 联立式（７）、（８）和（１２），并考虑球孔扩张边

界条件（９），可求得径向应力及径向位移的表达

式为

σｒ ＝
Ｃ１

２ｒ
－
Ｃ２

ｒ３
＋ Ｃ３ ． （１３）

ｕｒ ＝
１
Ｅ

－ ２ｖ２ ＋ １ － ｖ
４ｖ

＋ １ ＋ ｖ
２

Ｃ２

ｒ２
＋ （１ － ２ｖ） ｒＣ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

（１４）
其中：

Ｃ１ ＝ ２υ
１ － υ

（１ － α）σ － ｐ１

１ ／ ｒ０ － ２ ／ Ｒ
，

Ｃ２ ＝
－ １ ＋ υ

υ
＋ Ｒ

ｒ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｃ１ － ２Ｒ（ － ασ ＋ σ１）

８ １ ＋ υ
１ － ２υ

１
Ｒ２

＋ ２ Ｒ
ｒ３０

，

Ｃ３ ＝ － ασ ＋ σ１ －
Ｃ１

２ｒ０
＋
Ｃ２

ｒ３０
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

４　 传统球孔扩张理论

传统的球孔扩张理论不考虑渗透力的影响，
故平衡微分方程为

ｄσｒ

ｄｒ
＋ ２

σｒ － σｔ

ｒ
＝ ０． （１５）

球孔扩张边界条件：
ｒ ＝ ｒ０，σｒ ＝ － σ ＋ σ１；

ｒ ＝ １
２
Ｒ，ｕｒ ＝ ０．

ì

î

í

ïï

ïï

（１６）

联立式（７）、（８）和（１５），并考虑球孔扩张边界条

件（１６），可求得径向应力及径向位移的表达式为

σｒ ＝ Ｃ４ ＋ Ｃ５ｒ
－３， （１７）

ｕｒ ＝
１
Ｅ

（１ － ２υ） ｒＣ４ － １ ＋ υ
２

１
ｒ２
Ｃ５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１８）

其中：

Ｃ４ ＝
－ σ ＋ σ１

１ ＋ １ － ２υ
４（１ ＋ υ）

Ｒ３

ｒ３０

，

Ｃ５ ＝
－ σ ＋ σ１

１ ＋ υ
１ － ２υ

４
Ｒ３

＋ １
ｒ３０

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

　 　 与本文计算方法相比，传统的球孔扩张理论

认为注浆压力均为有效应力，无法考虑有效应力

比的影响，即传统的球孔扩张理论无法考虑浆液

浓度的影响．同时，传统球孔扩张理论无法考虑注

浆过程中的压滤效应，而室内试验表明，在黏土中

进行注浆，压滤效应的影响不容忽视［９］ ．

５　 算　 例

采用压密注浆对某黏土地基加固，地基地下

水位为－１ ｍ，黏土的密度为 １ ７６×１０３ｋｇ ／ ｍ３，初始

孔隙度 ｎ ０ ＝ ０ ５，初始渗透系数 ｋ ＝ １０－１０ｍ ／ ｓ，弹性

模量 Ｅ ＝ ２０ ＭＰａ，泊松比 υ ＝ ０ ３５，静止土压力系

数 Ｋ ０ ＝ ０ ５５，注浆点深度为 ５ ｍ，注浆压力 σ ＝ １
ＭＰａ，注浆管半径ｒ０ ＝ １０ ｃｍ，注浆管间距 Ｒ ＝ ２ ｍ．
根据本文考虑压滤效应下饱和黏土压密注浆球孔

扩张理论的控制方程，利用 ＭＡＴＬＡＢ 进行计算分

析，并与传统球孔扩张理论进行对比分析．
５ １　 ３ 种方法的对比

分别采用考虑压滤效应下压密注浆球孔扩张理

论（简称本文方法）、简化算法及传统球孔扩张理论

（简称传统方法）对不同有效应力比下的径向位移

（ ｒ ＝ ｒ０）进行计算，结果见图 ２．传统的球孔扩张理论

由于无法考虑有效应力比的影响，有效应力比越小

（即浆液越稀），传统方法与本文方法的偏差越大．简
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化方法的计算结果与本文方法很接近，在实际工程

中，可采用简化方法进行计算．

本文方法
简化方法
传统方法
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图 ２　 ３ 种方法所求的不同有效应力比下的径向位移

５ ２　 径向应力

不同有效应力比下，径向应力随半径变化规

律见图 ３．在相同的注浆压力（总应力）下，随着半

径的增大，径向应力显著减小，在本文计算条件

下，当半径＞０ ５ ｍ 时，径向应力基本等于该深度

处土体的侧向土压力．同时，随着有效应力比的减

小，内侧土体的径向应力逐渐减小．
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图 ３　 不同有效应力比下径向应力的分布

５ ３　 径向位移

不同有效应力比下，径向位移随半径变化规

律见图 ４．有效应力比对内侧土体径向位移影响不

大，随着有效应力比的减小，周围土体 （ ｒ０ ＜ ｒ ＜
１
２
Ｒ） 的径向位移逐渐增大．
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图 ４　 不同有效应力比下径向位移的分布

５ ４　 孔隙水压力

不同有效应力比下，孔隙水压力随半径变化

规律见图 ５．随着有效应力比的增大，注浆点处孔

隙水压力逐渐增大．孔隙水压力将随着扩散半径

的增大而逐渐消散．
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图 ５　 不同有效应力比下孔隙水压力的分布

５ ５　 渗透系数

不同有效应力比下，渗透系数随半径变化规

律见图 ６．在球孔扩张过程中，土体的渗透系数变

化不大，故在误差允许的条件下，可不考虑土体渗

透率的变化进行简化计算．
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图 ６　 不同有效应力比下土体的渗透系数

６　 结　 论

１）在考虑滤出水渗流和土体弹性变形耦合

的基础上，推导出考虑压滤效应下饱和黏土压密

注浆球孔扩张的控制方程．
２）与本文计算方法相比，传统的球孔扩张理

论认为注浆压力均为有效应力，无法考虑有效应

力比和压滤效应的影响，即传统的球孔扩张理论

无法考虑浆液浓度的影响，故有效应力比越小

（即浆液越稀），传统方法的误差越大．
３）在球孔扩张过程中，土体的渗透系数变化

不大，故本文通过假定土体渗透率的不变，对球孔

扩张问题的控制方程进行简化，并得到径向应力

和径向位移的表达式．该简化方法的误差较小，在
实际工程中，可用来计算球孔扩张过程中径向应
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力和径向位移．
４）在相同的注浆压力（总应力）下，随着半径

的增大，径向应力显著减小，在本文计算条件下，
当半径＞０ ５ ｍ 时，径向应力基本等于该深度处土

体的侧向土压力．同时，随着有效应力比的减小，
内侧土体的径向应力逐渐减小．

５）有效应力比对内侧土体径向位移影响不

大，随有效应力比减小，周围土体（ ｒ０ ＜ ｒ ＜ １
２
Ｒ）

的径向位移逐渐增大．
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ｏｎ ｍｅａｓｕｒｅｄ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｗａｓｔｅｗａｔｅｒ ａｎｄ ｓｌｕｄｇｅ
［Ｒ］． ［Ｓ．ｌ．］：ＮＥＲＩ， ２００１：３５４．

［２０］ ＨＥＩＤＬＥＲ Ｊ， ＨＡＬＤＥＮ Ｒ Ｕ． Ｍａｓｓ ｂａｌａｎｃｅ ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ
ｏｆ ｔｒｉｃｌｏｓａｎ ｒｅｍｏｖａｌ ｄｕｒｉｎｇ ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌ ｓｅｗａｇｅ ｔｒｅａｔ⁃
ｍｅｎｔ［Ｊ］． Ｃｈｅｍｏｓｐｈｅｒｅ， ２００７，６６： ３６２－３６９．

［２１］ ＬＯＹＯ－ＲＯＳＡＬＥＳ Ｊ Ｅ， ＲＩＣＥ Ｃ Ｐ， ＴＯＲＲＥＮＴＳ Ａ．
Ｆａｔｅ ｏｆ ｏｃｔｙｌ － ａｎｄ ｎｏｎｙｌｐｈｅｎｏｌ ｅｔｈｏｘｙｌａｔｅｓ ａｎｄ ｓｏｍｅ
ｃａｒｂｏｘｙｌａｔｅｄ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｉｎ ｔｈｒｅｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ ｗａｓｔｅｗａｔｅｒ
ｔｒｅａｔｍｅｎｔ ｐｌａｎｔｓ［Ｊ］． Ｅｎｖｉｒｏｎ Ｓｃｉ ＆ Ｔｅｃｈｎｏｌ， ２００７，４１
（１９）：６８１５－６８２１．

［２２］ ＡＮＴＯＮＩＯ Ｄ Ｃ， ＲＯＭＩＮＡ Ｖ． Ｏｃｃｕｒｒｅｎｃｅ ａｎｄ ａｂｕｎ⁃
ｄａｎｃｅ ｏｆ ｄｉｃａｒｂｏｘｙｌａｔｅｄ ｍｅｔａｂｏｌｉｔｅｓ ｏｆ ｎｏｎｙｌｐｈｅｎｏｌ
ｐｏｌｙｅｔｈｏｘｙｌａｔｅ ｓｕｒｆａｃｔａｎｔｓ ｉｎ ｔｒｅａｔｅｄ ｓｅｗａｇｅｓ［Ｊ］． Ｅｎｖｉ⁃

ｒｏｎ Ｓｃｉ ＆ Ｔｅｃｈｎｏｌ， ２０００，３４：９１４－９１９．

（编辑　 刘　 彤）
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