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非线性系统的多模型鲁棒控制器设计
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摘　要：在互质分解框架下，定义了闭环系统中算子的图及其鲁棒边界的概念，并给出了反馈系统稳定的充
要条件．通过对非线性系统中多个平衡点的线性化模型进行最优鲁棒控制器设计，使之具有最大的广义稳定
裕度．将各线性闭环系统的鲁棒稳定边界用于对子控制器输出信号的加权，从而得到全局控制器的输出．仿
真实验表明，该方法不仅可以较好地跟踪设定值，而且具有较强的抗干扰能力．
关键词：最优鲁棒控制；非线性系统；互质分解；鲁棒稳定边界
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　　就线性系统而言，设计一控制器使之满足一
定的性能指标和鲁棒性，其方法已趋于完善．相比
之下，非线性系统的控制器设计大多停留在理论

研究和仿真实验上．由于反馈本身就具有一定的
线性化作用，因此非线性系统不一定必须用非线

性控制器来控制．那么如何将这些线性控制器的
设计方法应用于非线性系统的控制，一直是该领

域的研究难点和热点．其中变增益控制和自适应

控制是两种经常采用的方法［１－２］．另一种行之有
效的非线性控制方法是多模型控制［３］，并已广泛

地应用于自适应控制方案中，且在实际应用中取

得了明显的效果［４－５］．该方法主要是将非线性系
统中的平衡点进行线性化，从而用这些线性模型

的组合来表示非线性系统．然后采用线性加权的
形式将这些线性控制器组合起来作为非线性系统

的控制器［６］．这就存在１个问题，即在什么条件
下，这些线性控制器的组合可以有效地控制非线

性系统．针对于此，本文提出了一种基于最优鲁棒
控制的多模型控制方案．文中首先应用系统中算
子的图（Ｇｒａｐｈ）定义了鲁棒边界的概念，即广义
的稳定裕度．在互质分解的框架下，提出了一种基



于最大鲁棒边界加权的非线性控制器设计方法．

１　闭环系统中算子的图及其不确定性描述
１１　闭环系统中算子的图

考虑如图１所示的反馈系统结构，将其记为
［Ｐ，Ｃ］，其中 Ｐ∈ Θｎ×ｍ，Ｃ∈ Θｍ×ｎ，Θｉ×ｊ表示具有
ｊ个输入ｉ个输出的系统集合．将图１中的系统Ｐ视
为１个算子，即Ｐ∶ΦＰΞ→Ψ，其中ΦＰ∶＝｛ｕ∈
Ξ∶Ｐｕ∈Ψ｝为Ｐ的定义域，Ξ、Ψ分别是输入子
空间和输出子空间．文中假设所有的信号空间均
为Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ２．类似地，控制器Ｃ也可视为算
子，即

Ｃ∶ΦＣΨ→Ξ．
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图１　标准的反馈系统结构

定义１　系统Ｐ的图定义为

ΓＰ
ｕ[ ]Ｐｕ∶ｕ∈Φ{ }Ｐ ＝ Ｉｍ[ ]

Ｐ
ΦＰΞΨ．

类似地，控制器Ｃ的图可写为

ΓＣ
ｕ[ ]Ｃｕ
∶ｕ∈Φ{ }Ｃ ＝ Ｉｎ[ ]

Ｃ
ΦＣΨΞ．

定义２　控制器 Ｃ的逆图（ＩｎｖｅｒｓｅＧｒａｐｈ）定
义为

　ΓＩＣ
Ｃｕ[ ]ｕ ∶ｕ∈Φ{ }Ｃ ＝ Ｃ

Ｉ[ ]
ｎ

ΦＣΞΨ．

由环理论可知，任何１个实有理矩阵在稳定
的实有理函数环上都可进行右互质分解和左互质

分解．
引理１［７］　如果传递函数矩阵Ｐ具有右（左）

互质分解，那么它是可镇定的．同时，Ｐ的任一镇
定控制器Ｃ具有左（右）互质分解．

引理２［７］　任一Ｐ∈ Ｍ（Ｒ（ｓ））都是可镇定
的，而且，它的任一镇定控制器Ｃ具有左互质分解
和右互质分解，其中Ｍ（Ｒ（ｓ））表示实有理函数矩
阵的集合．

若（ＤＰ，ＮＰ），（珟ＮＰ，珟ＤＰ），（ＤＣ，ＮＣ），（珟ＮＣ，珟ＤＣ）
分别表示系统Ｐ和控制器Ｃ的右互质分解和左互
质分解，则有

Ｐ＝ＮＰＤ
－１
Ｐ ＝珟Ｄ

－１
Ｐ 珟ＮＰ，

Ｃ＝ＮＣＤ
－１
Ｃ ＝珟Ｄ

－１
Ｃ 珟ＮＣ．

定义

ＧＰ［ＤＰ　ＮＰ］
Ｔ，珟ＧＰ［－珟ＮＰ 珟ＤＰ］，

ＧＣ［ＮＣ　ＤＣ］
Ｔ，珟ＧＣ［珟ＤＣ －珟ＮＣ］．

显然，珟ＧＰＧＰ ＝珟ＧＣＧＣ ＝０，且 ＧＰ 珟Ｇ[ ]Ｐ 和

ＧＣ 珟Ｇ[ ]Ｃ 均为酉阵．

引理３［８］　若Ｐ∈Θｎ×ｍ，且（ＮＰ，ＤＰ）为Ｐ的
１个右互质分解，那么Ｐ的图可记为

ΓＰ ＝
ＤＰ
Ｎ( )
Ｐ

ΦＰ ＝ＧＰΦＰ．

　　引理３表明，系统Ｐ的图可以通过其任一右
互质分解（ＤＰ，ＮＰ）参数化．类似地，控制器 Ｃ的
逆图可简记为

ΓＩＣ ＝
ＮＣ
Ｄ( )
Ｃ

ΦＣ ＝ＧＣΦＣ．

１２　Ｇｒａｐｈ不确定性描述
绝大多数控制系统设计方法基于被控对象的

数学模型，但是模型与实际系统之间的关系是十

分微妙的，也是十分复杂的．在建模以及模型简化
的过程中，模型与实际系统之间不可避免地存在

误差．因此，在保证环系统稳定的前提下，研究被
控对象和与之相应的控制器之间的不确定性是十

分必要的．目前通常采用的不确定性描述方式包
括加性不确定性、乘性不确定性以及互质因子不

确定性［９］．本文提出了一种间隙（Ｇａｐ）度量下新
的不确定性描述方法———Ｇｒａｐｈ不确定性．

定义３　设ＧＰ和ＧＰ′分别表示系统Ｐ和Ｐ′的
Ｇｒａｐｈ，那么 Ｇｒａｐｈ不确定性可描述为 Δｇ ＝
δ（ΓＰ，ΓＰ′）．其中δ（ΓＰ，ΓＰ′）表示ΓＰ和ΓＰ′之间
的Ｇａｐ．

由定义 ３知 Δｇ ＝‖ΠＰ －ΠＰ′‖∞．其中，
ΠＰ（ΠＰ′）表示沿ΓＰ′（ΓＰ）向ΓＰ（ΓＰ′）的正交投影．
而且，δ（ΓＰ，ΓＰ′）＝０当且仅当Ｐ＝Ｐ′．为了计算
Ｇｒａｐｈ不确定性，需要首先知道ΠＰ的表达式，Ｚｈｕ
等［１０］给出了与之相关的结果．另外一种计算Ｇａｐ
度量的方法可以参考文献［１１］．而且，本文定义的
Ｇｒａｐｈ不确定性与互质因子不确定是等价的．基于
Ｇｒａｐｈ不确定性的系统集合可描述为

Ｂｇ（Ｐ，ｒ）＝｛Ｐ′∶δ（ΓＰ，ΓＰ′）≤ｒ｝．
其中：Ｐ为名义系统；ｒ为不确定半径，取值范围
为０≤ｒ≤１．

２　最优鲁棒控制
反馈控制最大的优点就是可以有效地处理闭

环系统中产生的不确定性．系统的鲁棒性指的是
在不影响闭环系统内稳定的前提下，反馈系统能

处理最大不确定性的能力．目前，表征系统鲁棒性
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常用的指标是系统对噪声和干扰的灵敏度函数．
考虑如图１所示的闭环系统，其中ｕ１和ｙ１分别是
系统Ｐ的输入和输出，ｗ１和ｗ２可视为加在Ｐ上的
噪声和干扰，它们之间的关系式如下所示：

ｕ１
ｙ[ ]
１

＝ （Ｉ－ＣＰ）－１ －（Ｉ－ＣＰ）－１Ｃ
Ｐ（Ｉ－ＣＰ）－１ －Ｐ（Ｉ－ＣＰ）－１

[ ]
Ｃ

ｗ１
ｗ[ ]
２

，

（１）
或是写为

ｕ１
ｙ[ ]
１

＝ Ｉ[ ]Ｐ（Ｉ－ＣＰ）
－１［Ｉ －Ｃ］

ｗ１
ｗ[ ]
２

＝

Ｈ（Ｐ，Ｃ）
ｗ１
ｗ[ ]
２

． （２）

定义Δ（Ｐ，Ｃ）＝珟ＤＣＤＰ－珟ＮＣＮＰ ＝珟ＧＣＧＰ．其
中｜Δ（Ｐ，Ｃ）｜是Ｈ（Ｐ，Ｃ）的特征多项式，简记为
Δ．于是式（１）或式（２）可写为

ｕ１
ｙ[ ]
１

＝
ＤＰΔ

－１珟ＤＣ －ＤＰΔ
－１珟ＮＣ

ＮＰΔ
－１珟ＤＣ －ＮＰΔ

－１珟Ｎ[ ]
Ｃ

ｗ１
ｗ[ ]
２

，

ｕ１
ｙ[ ]
１

＝
ＤＰ
Ｎ[ ]
Ｐ

Δ－１［珟ＤＣ －珟ＮＣ］
ｗ１
ｗ[ ]
２

．

　　如果闭环系统是稳定的，那么表征其鲁棒性
的１个重要参数为

ρ ［Ｉ　Ｐ］Ｔ（Ｉ－ＣＰ）－１［Ｉ －Ｃ］∞．

上述指标也另述为［１２］

ｂＰ，Ｃρ
－１ ＝ ［Ｉ　Ｐ］Ｔ（Ｉ－ＣＰ）－１［Ｉ －Ｃ］ －１

∞．
（３）

式中ｂＰ，Ｃ为鲁棒稳定边界，也可视为闭环系统的
广义稳定裕度．若系统Ｐ和控制器Ｃ都是稳定的，
则（Ｉ，Ｐ）和（Ｃ，Ｉ）可分别视为Ｐ的右互质分解和
Ｃ的左互质分解．这样，由互质分解的定义和性质
可知，式（３）可记为
　ｂＰ，Ｃ ＝ ［ＤＰ　ＮＰ］

ＴΔ－１［珟ＤＣ －珟ＮＣ］
－１
∞
． （４）

若闭环系统是稳定的，则式（４）可简记为

ｂＰ，Ｃ ＝‖ＧＰ珟ＧＣ‖
－１
∞．

　　说明：ｂＰ，Ｃ的取值范围是［０，１］．ｂＰ，Ｃ数值越
小说明闭环系统的稳定裕度越小，当ｂＰ，Ｃ ＝０时，
闭环系统是不稳定的．反之，较大的ｂＰ，Ｃ说明系统
具有较强的抗干扰能力．

通常意义下，闭环系统的鲁棒性是指该控制

器不仅能使名义系统内稳定，而且使得在某一

Ｂｇ（Ｐ，ｒ）集合中任一系统内稳定．若系统 Ｐ和控
制器Ｃ同时存在不确定性时，闭环系统鲁棒稳定
的条件可由下面的定理给出．

定理　若闭环系统［Ｐ，Ｃ］是稳定的，则对于

正实数ｒＰ和ｒＣ，闭环系统［Ｐ′，Ｃ′］仍然稳定的充
要条件是

ａｒｃｓｉｎｒＰ＋ａｒｃｓｉｎｒＣ≤ａｒｃｓｉｎｂＰ，Ｃ．
其中：

Ｐ′∈Ｂｇ（Ｐ，ｒＰ）；Ｃ′∈Ｂｇ（Ｃ，ｒＣ）；
ｂＰ，Ｃ ＝‖ＧＰ珟ＧＣ‖

－１
∞．

上述定理的证明可由文献［１３］直接得出．
最优鲁棒控制器指的是使鲁棒稳定边界 ｂＰ，Ｃ

达到最大值的控制器，即该控制器可使尽可能多

的不确定系统达到内稳定，此时

ｂＰ，Ｃ ＝ｂ（Ｐ）｛ ｉｎｆ
Ｃ ｓｔａｂｉｌｉｚｉｎｇ

‖ＧＰ珟ＧＣ‖∞｝
－１ ＝

１－ 珟ＮＰ 珦Ｍ[ ]Ｐ
２

槡 Ｈ
．

其中珦ＭＰ、珟ＮＰ为系统 Ｐ的规范左互质分解因子，
‖·‖Ｈ表示Ｈａｎｋｅｌ范数．

３　非线性系统的多模型控制器设计
３１　多模型次优鲁棒控制器设计

对某１个非线性系统，可以通过 Ｔａｙｌｏｒ级数
近似的方法得到它在某一平衡点附近的线性化传

递函数，从而可以利用线性系统的控制器设计方

法对其进行控制．针对非线性系统的１个输入对
应多个平衡点的特殊情况，提出了一种基于最大

鲁棒稳定边界加权的多模型控制器设计方法．不
妨设该非线性系统在此处具有 ｍ个平衡点，其控
制器的具体设计步骤如下：首先将非线性系统在

ｍ个平衡点线性化，得到相应的线性传递函数；然
后分别对这ｍ个线性系统分别设计它们的最优鲁
棒控制器，使其闭环系统具有最大的鲁棒稳定裕

度；最后利用加权的方法得到全局最优控制器，此

时全局控制器的输出为

ｕ（ｔ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｗｉ（ｔ）ｕｉ（ｔ）． （５）

其中ｕｉ（ｔ）为第 ｉ个局部控制器 Ｃｉ的输出，权值
ｗｉ（ｔ）可由ｂＰｉ，Ｃｉ计算得出，如下所示：

ｗｉ＝ｂＰｉ，Ｃｉ／∑
ｍ

ｊ＝１
ｂＰｊ，Ｃｊ． （６）

　　综上可以看出，文中提出的多模型最优鲁棒
控制系统的结构可由图２表示．
３２　一个典型的非线性系统及其控制效果分析

不失一般性，文中采用与文献［１４］相同的非
线性模型，其微分方程描述如下：

ｘ１ ＝－ｘ１＋Ｄａ·ｒ（ｘ１，ｘ２）－（ｘｆ－１），
ｘ２ ＝－ｘ２＋Ｂ·Ｄａ·ｒ（ｘ１，ｘ２）＋β（ｕ－ｘ２），

ｙ＝ｘ２，
ｒ（ｘ１，ｘ２）＝（１－ｘ１）·ｅｘｐ（ｘ２／（１＋ｘ２／γ））．
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其中：Ｄａ ＝００７２，γ＝２０，Ｂ＝８，β＝０３，ｘｆ＝１，
ｘ１（０）＝ｘ２（０）＝０为初值．此非线性模型的输入输
出映射关系如图３所示．可以看到，在ｕ＝０时，系
统有３个平衡状态．
　　在图３中所示的３个平衡点附近对其进行
Ｔａｙｌｏｒ级数展开，分别得到其线性化模型、最优鲁
棒控制器及其鲁棒稳定边界，见表１．其中第１个
和第３个线性化模型是稳定，而第２个模型是不
稳定的．表１中同时给出了各个平衡点控制器所
具有的鲁棒稳定边界．根据式（５）～（６）即可得到
全局控制器．当设定值为一系列的离散点时，图４
中给出了此时线性模型的输出 （ｙ１，ｙ２，ｙ３）、非线
性系统的输出（ｙ）及其相应的控制信号（ｕ１，ｕ２，
ｕ３）．由图４（ａ）可以看出，非线性系统的输出能
较好的跟踪设定值，无论是响应时间还是超调量，

均优于３个局部控制器的控制效果．从局部控制
器的输出可以看出，第２个子控制器的输出大约
是另外两个子控制器输出的 ２倍，如图 ４（ｂ）所
示．这是因为第２个子模型是不稳定的，这在根本
上制约着整个控制系统的性能．
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图２　多模型最优鲁棒控制系统结构
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图３　非线性系统的输入输出关系

表１　局部平衡点及其控制器

模型 线性化模型 控制器 ｂＰｉ，Ｃｉ

模型１ Ｐ１（ｓ）＝
０３ｓ＋０３５
ｓ２＋１４ｓ＋０４６

Ｃ１（ｓ）＝
０３４８７６ｓ＋０３４６７６
ｓ＋１０５７０４ ０９４４２

模型２ Ｐ２（ｓ）＝
０３ｓ＋０５３

ｓ２＋０３６ｓ－０４１
Ｃ２（ｓ）＝

２５８９ｓ＋２２１３
ｓ＋１３３８ ０３６０３

模型３ Ｐ３（ｓ）＝
０３ｓ＋１２６
ｓ２＋１６ｓ＋１６

Ｃ３（ｓ）＝
０４６６７２ｓ＋０４６３９０
ｓ＋１９７７７３ ０９０６２
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（ａ）系统输出
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（ｂ）子控制器信号波形

图４　线性化模型输出、非线性系统输出及子控制器信号波形

　　为检验系统对信号的跟踪性能，采用幅值为
１、频率为１Ｈｚ的正弦信号作为设定值．闭环系统
的响应及相应的控制信号如图５所示．图５中的
符号与图４中符号的含义一致．由图５（ｂ）的控制
信号可以看出，不稳定的平衡点，即第２个线性化
模型对整个闭环系统具有最大的影响．同时，采

用ｄ＝０２ｓｉｎ（２πｔ）作为干扰分析系统的抗干扰
能力，系统输出及子控制器信号波形如图６所示．
虽然图６（ａ）中的非线性系统的响应中出现了波
动，但是幅值较小，在不影响系统稳定性的前提

下，可通过适当提高开环增益来减小干扰对系统

输出的影响．
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（ｂ）子控制器信号波形

图５　设定值ｒ＝ｓｉｎ（２πｔ）时，系统输出及子控制器信号波形
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（ａ）正弦干扰下非线性系统输出
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（ｂ）子控制器信号波形

图６　干扰为ｄ＝０２ｓｉｎ（２πｔ）时，系统输出及子控制器信号波形

４　结　论
在定义了闭环系统中算子的图的基础上，文

中给出了非线性系统稳定的充分必要条件．针对
一类强非线性系统提出了多模型最优鲁棒控制方

法，并将广义鲁棒稳定边界用于对子控制器输出

信号的加权，从而得到全局控制器的输出．仿真实
验表明，该方法不仅可以较好地跟踪设定值，而且

具有一定的抗干扰能力．
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