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基于酉变换的虚拟阵列 ＤＯＡ估计算法

闫金山，彭秀艳，王咸鹏

（哈尔滨工程大学 自动化学院，１５０００１哈尔滨）

摘　要：为了估计相干信源的波动方向，提出基于酉变换的虚拟阵列 ＤＯＡ估计算法．该算法通过阵列虚拟
平移形成虚拟阵列对相干信号进行解相干，并利用酉变换将虚拟阵列接收数据的协方差矩阵从复数域变换

到实数域，然后利用该实数矩阵进行波达方向估计．计算机仿真表明算法在低信噪比情况下具有很好的解相
干特性和估计性能．该算法避免了阵列孔径损失，可在小采样拍数情况下实现相干信源的ＤＯＡ估计，且运算
在实数域进行，大大降低了运算复杂度．
关键词：相干信源；虚拟阵列；酉变换；波达方向
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　　波达方向估计一直都是阵列信号处理的一个
重要内容，在通信、雷达与声纳等领域都得到广泛

应用．很多高分辨率子空间类算法比如 ＭＵＳＩＣ算
法［１］和ＥＳＰＲＩＴ算法［２］在最近这些年得到了很大

的发展．但这些算法都是在对接收数据协方差矩阵
的特征值分解基础上进行，为了获得良好的估计性

能，往往需要上百甚至上千的采样拍数．且在信源
相干时，这些传统的子空间类算法性能会急骤下

降，甚至失效，导致无法估计出信源的波达方向．
为了能够解决这些问题，很多学者针对相干

信源提出相关的解相干技术．文献［３－４］分别提

出了空间平滑算法和前后向空间平滑算法，实现

了对相干信源的解相干，但由于空间平滑算法的

解相干性能是以损失阵列孔径为代价的，因此在

小采样拍数和低信噪比时估计性能急骤下降．文
献［５－７］提出了基于数据重构的解相干算法，避
免了阵列孔径的损失，提高了角度分辨率，获得了

良好的估计性能，但由于重构数据需要庞大的计

算量，不利于实时处理．文献［８］提出了一种矩阵
束（Ｍａｔｒｉｘｐｅｎｃｉｌ，ＭＰ）解相干算法，该算法避免了
阵列孔径损失，且减少了一定的计算量，但该算法

却只适用在高信噪比的信号环境．文献［９］提出
了一种酉变换ＭＵＳＩＣ的解相干算法（ＵＭＵＳＩＣ）能
够在低拍数下实现相干信源的解相干，但估计性

能不是很理想．
本文在虚拟阵列的基础上提出了用酉变换矩



阵对阵列虚拟平移获得的虚拟阵列接收数据的协

方差矩阵进行处理的方法，得到一个实数的协方

差数据矩阵，利用该数据矩阵进行波达方向的估

计．该算法不仅没有损失阵列，阵列分辨率也得到
很大的提高，在低信噪比情况拥有很好的估计性

能，而且在低采样拍数时能够得到正确的波达方

向估计，计算量很小，可以进行实时处理．仿真结
果表明该算法具有很好的解相干性能和良好的估

计性能．

１　信号模型
图１给出由Ｍ个阵元组成的均匀等距线性阵

列模型，阵元距为ｄ．设有Ｎ个远场窄带相干或者
非相干的信号以平面波形式从Ｎ个方向θｉ（ｉ＝１，
２，３，…，ｎ）入射到阵列中，则第ｋ个阵元接收到的
信号为

ｘｋ（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｓｉ（ｔ）ｅ

－ｊｗｉ（θｉ）＋ｎ（ｔ）． （１）

式中：ｓｉ（ｔ）为在空间参考点测量的第 ｉ个期望信
号源的复信号包络形式，ｉ（θｉ）为第 ｉ个期望信号
相对于参考点的延迟时间，对于均匀等距阵列，

ｉ（θｉ）＝（ｋ－１）ｄｓｉｎ（θｉ）／ｃ，ｃ为信号的传播速度；
ｎ（ｔ）为零均值高斯白噪声．
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图１　阵列信号模型

　　假设信号源与噪声之间互不相关，且噪声与
噪声之间互不相关．那么阵列通道通过采样后接
收数据的向量表示为

Ｘ（ｔ）＝

ｘ１（ｔ）

ｘ２（ｔ）



ｘｎ（ｔ











）

＝Ａ（θ）ｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ）．（２）

式中：Ａ（θ）＝［ａ（θ１），ａ（θ２），…，ａ（θｎ）］为Ｍ×
Ｎ维期望信号的阵列方向矢量，ｓ（ｔ）＝［ｓ１（ｔ），

ｓ２（ｔ），Λ，ｓｎ（ｔ）］
Ｔ为 Ｎ ×１维期望信号矩阵，

α（θｉ）＝［１，ｅ
－ｊｗｉ（θｉ），ｅ－ｊ２ｗｉ（θｉ），Λ，ｅ－ｊ（ｍ－１）ｗｉ（θｉ）］Ｔ 为

Ｍ×１维的方向矢量，ｎ（ｔ）为Ｍ×１阵列接收到的
噪声矩阵．

在阵列接收信号时，若信源之间为相干的，将

会导致信号子空间的维数小于信号源数，即信号

子空间的信息“扩散”到了噪声子空间，使某些相

干信源的方向矢量与噪声子空间不是完全正交

的，从而无法得到正确的估计．针对以上问题，本
文提出一种基于酉变换的虚拟阵列 ＤＯＡ估计
算法．

２　基于酉变换的虚拟阵列算法
虚拟阵列的目的就是通过虚拟平移构建１个

满秩的接收数据协方差矩阵，使得期望信号的信

息保存在信号子空间中，得到正确的估计结果．
在文献［１０］中已经证明对于Ｎ个相干信源，经过
虚拟阵列平移后，只要满足虚拟阵列的数目 Ｌ≥
Ｎ，使协方差矩阵恢复满秩，就能实现相干信源的
解相干．

如图２所示，阵列虚拟平移的基本原理就是
每次将阵列等距地向右平移１个阵元的距离ｄ每
次平移形成１个新的阵列，第ｌ（０≤ｌ≤Ｌ）个虚拟
阵列的接收信号表达为

Ｘｌ（ｔ）＝

ｘ１＋ｌ
ｘ２＋ｌ


ｘ













ｎ＋ｌ

＝Ａｓ（θ）Ｂ
ｌｘｓ（ｔ）＋ｎｌ（ｔ）．

（３）
式中Ｂ＝ｄｉａｇ［ｅｘｐ（ｊ２πｄｓｉｎ（θ１）／λ，ｅｘｐ（ｊ２πｄｓｉｎ（θ２）／λ，
…，ｅｘｐ（ｊ２πｄｓｉｎ（θｎ）／λ］为维数为Ｎ×Ｎ的阵列虚拟
平移变换矩阵．ｎｌ（ｔ）为第ｌ个虚拟阵列通道中接
收的噪声．
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图２　向右等阵元距虚拟平移形成虚拟阵列原理图

　　在单拍采样的情况下，Ｌ个虚拟阵列输出数
据为维数Ｎ×（Ｌ＋１）的矩阵，可表示为

Ｙ（ｔ）＝ Ｘｌ（ｔ） Ｘｌ－１（ｔ） … Ｘ０（ｔ[ ]） ＝

　　　　

ｘｌ＋１ ｘｌ ｘｌ－１ … ｘ１
ｘｌ＋２ ｘｌ＋１ ｘｌ … ｘ２
ｘｌ＋３ ｘｌ＋２ ｘｌ＋１ … ｘ３
    

ｘｌ＋ｎ ｘｌ＋ｎ－１ ｘｌ＋ｎ－２ … ｘ















ｎ

． （４）

定义一个反对角置换矩阵，在反对角线上元

素全部为１，其余元素全部为０，表示为
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Ｊ＝
０ １








１ ０
． （５）

　　用反对角置换矩阵Ｊ重构阵列接收数据，得
到一个包含更多信号信息的数据矩阵Ｗ，即

Ｗ ＝［Ｙ ＪＹ］． （６）
　　由数据矩阵Ｗ构成的协方差矩阵为

　ＲＷ ＝Ｅ［ＷＷ
Ｈ］＝［Ｙ　ＪＹ］ ＹＨ

（ＪＹ）
[ ]Ｈ ＝

ＹＹＨ ＋［（ＪＹ）（（ＪＹ））Ｈ］＝
ＹＹＨ ＋Ｊ［Ｙ（Ｙ）Ｈ］ＪＨ ＝
ＲＹ＋ＪＲＹ Ｊ． （７）

式中：Ｊ＝ＪＨ，ＲＹ为虚拟阵列在单拍数采样下输
出数据的协方差矩阵．

由式（５）、（７）可得
ＪＲＷ Ｊ＝Ｊ（ＲＹ ＋ＪＲＹＪ）Ｊ＝

ＪＲＹ Ｊ＋ＲＹ ＝ＲＷ． （８）
　　由于ＪＲＷ Ｊ＝ＲＷ，因此ＲＷ 为Ｃｅｎｔｒｏｈｅｒｍｉ
ｔｉａｎ矩阵．

式（７）中所包含的数据都是在复数域里面，
用ＭＵＳＩＣ算法估计波达方向估计中，需要对协方
差矩阵进行特征分解和波峰峰值搜索，在复数域

里面需要进行大量的计算，若转换为实数域中进

行，会减少大量计算复杂度．由于 ＲＷ 为 Ｃｅｎｔｒｏ
ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，因此可以定义１个维数为 Ｎ×Ｎ
的酉变换矩阵Ｕ，协方差矩阵ＲＷ经过酉变换后的
实域协方差矩阵为

Ｐ＝ＵＨＲＷＵ． （９）
　　式（９）中当Ｎ为偶数时

Ｕ＝
槡

１
２
Ｉ ｊＩ
Ｊ －ｊ[ ]Ｊ； （１０）

　　式（９）中当Ｎ为奇数时

Ｕ＝
槡

１
２

Ｉ ０ ｊΙ

０槡２ ０
Ｊ ０ －ｊ









Ｊ

． （１１）

　　在式（１０）中，Ｉ和 Ｊ分别为维数为［Ｎ／２］×
［Ｎ／２］的单位矩阵和反对角置换矩阵．

在式（１１）中，Ｉ和 Ｊ分别为维数为［（Ｎ－
１）／２］×［（Ｎ－１）／２］的单位矩阵和反对角矩阵，
０为维数１×［（Ｎ－１）／２］的全零行向量．且观察
酉变换矩阵Ｕ可知，Ｕ＝ＪＵ．

结合式（７）、（８）可得
Ｐ＝ＵＨ（ＲＹ＋ＪＲＹ Ｊ）Ｕ＝
ＵＨＲＹＵ＋Ｕ

ＨＪＲＹ ＪＵ＝
ＵＨＲＹＵ＋（Ｕ）

ＨＲＹ Ｕ ＝

Ｒｅ（ＵＨＲＹＵ）． （１２）
　　式（７）的数据协方差矩阵是在单拍采样下得
到的，为了得到更好的性能，一般情况下都采用

多拍采样．若采样总拍数为ｐ次，则第ｉ（ｉ＝１，２，
…，ｐ）次采样阵列输出的数据为
Ｙｉ（ｔ）＝［Ｘｌ（ｉ） Ｘｌ－１（ｉ） … Ｘ０（ｉ）］．

（１３）
　　阵列输出的总数据为

Ｔ＝［Ｙ１（ｔ） Ｙ２（ｔ） … Ｙｐ（ｔ）］．（１４）
　　在本文的方法中，ｐ取值较小，一般在１０以下，
这样更加有利于进行实时处理，利用式（６）可以得
到多拍采样后包含更多信号量的数据矩阵Ｈ为

Ｈ ＝［Ｔ ＪＴ］． （１５）
　　则接收数据的协方差矩阵

ＲＨ ＝Ｅ［ＨＨ
Ｈ］＝［Ｔ ＪＴ］ ＴＨ

（ＪＴ）
[ ]Ｈ ＝

ＴＴＨ ＋［（ＪＴ）（ＪＴ）Ｈ］＝
ＴＴＨ ＋Ｊ［Ｔ（Ｔ）Ｈ］ＪＨ ＝
ＲＴ＋ＪＲＴ Ｊ． （１６）

式中：ＲＴ为虚拟阵列在多拍数采样下输出数据的
协方差矩阵，同理可知 ＲＨ 为 Ｃｅｎｔｒｏｈｅｒｍｉｔｉａｎ
矩阵．

由式（９）、（１６）可以得到多拍采样下的实数
协方差矩阵

Ｄ＝ＵＨＲＨＵ． （１７）
　　对多拍采样后得到的实值域协方差矩阵 Ｄ
进行特征值分解，得

Ｄ＝ＥｓΛｓＥ
Ｈ
ｓ ＋ＥｎΛｎＥ

Ｈ
ｎ． （１８）

式中：Ｅｓ ＝［ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ］为多拍采样下的实值
协方差矩阵对应的信号子空间，即大特征值对应

的特征向量组成的空间．Ｅｎ ＝［ｅｎ＋１，ｅｎ＋２，…，ｅｍ］
为多拍采样下的实值协方差矩阵对应的噪声子空

间，即小特征值对应的特征向量组成的空间．
Λｓ＝ｄｉａｇ［λ１，λ２，…，λｎ］为多拍采样下的实值协
方差矩阵对应的信号特征值，即大的特征值．
Λｎ ＝ｄｉａｇ［λｎ＋１，λｎ＋２，…，λｍ］为多拍采样下的实
值协方差矩阵对应的噪声特征值，即小的特征值．

文献［１］中ＭＵＳＩＣ算法利用噪声空间与阵列
方向矢量的正交性，构造出空间谱函数，然后通过

搜索空间谱函数的峰值来确定信号的波达方向，

本文采用类似的方法构造一个空间谱函数

Ｐｋ（θ），即

Ｐｋ（θ）＝
ａ（θ）Ｈａ（θ）

ａ（θ）ＨＵＨＥｎＥ
Ｈ
ｎＵａ（θ）

． （１９）

式中：Ｅｎ为式（１８）中对应的噪声空间，ａ（θ）为阵
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列的搜索方向矢量，可以通过搜索空间谱函数

Ｐｋ（θ）的峰值得到相干信源的波达方向．这里采
用了ＭＵＳＩＣ算法估计信源波达方向，也可以采用
求根ＭＵＳＩＣ算法估计信源波达方向．

３　仿真及性能分析
为了验证算法的解相干性能和估计性能，这

里将本文算法和文献［９］中提出的 ＵＭＵＳＩＣ算法
以及文献［４］中的前后向空间平滑（ＦＢＳＳ）算法进
行比较．
３１　算法估计特性的仿真比较

试验条件：阵列为均匀等间距的线阵阵列，阵

元距为半个波长，阵元数为８，２个相干信源分别
从－２０°和２０°入射到阵列中，信噪比均为０ｄＢ，
采样拍数为２０和２．
　　图３、４分别给出了采样拍数为２０和２情况
下，本文算法和ＵＭＵＳＩＣ算法的仿真性能对比．可
以看出，在采样拍数为２０时，本文算法和 ＵＭＵ
ＳＩＣ算法均能很好的对相干信源进行解相干，能
够准确地估计出相干信源的波达方向．但在采样
拍数为２时，ＵＭＵＳＩＣ方法在估计相干信源波达
方向时已经出现了干扰的波峰，从而影响估计信

源波达方向的精度，这主要是由于 ＵＭＵＩＳＣ算法
是通过前后向空间平滑解相干，损失了阵列孔径，

估计精度低，低拍数采样时更加容易受到噪声干

扰，出现了伪峰，影响估计结果．本文方法能够精
确地估计出相干信源的波达方向，而且在相干信

源的方位形成尖锐的波峰，信源方位之间的谱线

幅度压低至接近０ｄＢ．因此本文的方法具有更高
的分辨率，能够在低采样拍数下准确估计出相干

信源的波达方向．
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图３　采样拍数为２０时估计性能比较

３２　算法统计特性的比较
在２个相干信源的条件下，比较本文方法和

ＵＭＵＳＩＣ算法、ＦＢＳＳ算法的统计性能．８个阵元的

均匀等距线性阵列接收２个方位为－１０°和２０°的
相干信源，采样拍数为２，仿真结果为对每个 ＳＮＲ
点做５００次蒙特卡洛仿真的统计结果．图５和图
６分别给出了３种算法的均方根误差和估计成功
概率的性能比较．
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图４　采样拍数为２时估计性能比较

　　图５给出了不同信噪比情况下，３种算法的
估计均方根误差的比较曲线．由图中可以看出，无
论是在低信噪比还是在高信噪比环境中，ＦＢＳＳ方
法和ＵＭＵＳＩＣ算法的估计均方根误差基本一致，
但均比本文方法的均方误差要大很多，估计性能

不是很理想．而本文方法在信噪比 ＲＳＮ为 ５ｄＢ
时，估计均方根误差已经很小，估计性能明显优越

于ＦＢＳＳ方法和ＵＭＵＳＩＣ算法．
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图５　均方根误差比较曲线

　　图６给出了不同信噪比情况下，３种算法的
估计成功概率比较曲线．从图中可知，本文的方法
在估计成功概率方面拥有低的信噪比门限，在信

噪比为５ｄＢ时估计成功概率达到１００％，而ＦＢＳＳ
算法和ＵＭＵＳＩＣ方法在大约１３ｄＢ时估计成功概
率才能达到１００％，因此本文方法能够在较低的
信噪比情况下准确地判断出相干信源的波达

方向．
由于ＦＢＳＳ方法和 ＵＭＵＳＩＣ的解相干是以损
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失阵列孔径为代价的，在阵元数目较少的情况下，

估计性能和分辨力都会受到很大的影响．而本文
方法不损失阵列孔径实现了对相干信源的解相

干，具有很低的信噪比门限以及较小的均方根误

差和估计方差，因而本文算法在低信噪比环境下

具有更好的解相干性能．
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图６　估计成功概率比较曲线

４　结　论
１）提出了基于酉变换的虚拟阵列 ＤＯＡ估计

算法，该方法不仅避免了空间平滑类解相干算法

损失的阵列孔径，而且减少了重构矩阵解相干的

计算复杂度．
２）基于酉变换的虚拟阵列ＤＯＡ估计算法在

较少的拍数和不损失阵列孔径情况下可有效估计

出相干信源的波达方向，运算量小，有利于实时处

理，是一种较好的解相干算法．理论分析和仿真结
果验证了该算法的有效性．
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