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摘　要：在火星着陆任务设计中，为高效地评估进入点导航误差等动力学方程中的不确定因素对着陆精度
的影响，引入Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影法则，提出一种火星着陆落点不确定度快速预报与分析方法．该方法采用Ｗｉｅｎｅｒ
Ａｓｋｅｙ正交多项式逼近着陆器状态，将落点误差的预报问题转换为１个确定性微分方程的求解问题．最后以
我国未来实施火星着陆探测为背景，分别用本文算法和蒙特卡洛方法进行数值仿真分析，结果表明，本文算

法能够对落点偏差进行快速分析，准确预测其均值和方差，且计算效率明显提高．
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　　对于未来的火星探测任务，为了提高科学回
报和降低任务成本，选择在科学价值高、地形复杂

的区域进行着陆成为 １个必然的要求和发展趋
势［１］．然而，探测器在火星大气进入点处的导航
控制误差，探测器的气动参数以及火星大气模型

的不确定性，都会严重影响着陆器最终的着陆精

度，甚至关乎任务的成败［２］．因此，分析这些偏差
以及不确定性对着陆点的影响，是１项必不可少
的工作；另外，随着着陆精度要求的提高，在设计

着陆器进入大气的标称轨迹时，同时考虑了不确

定性因素影响的鲁棒标称轨迹设计，成为未来标

称轨迹设计发展的１个重要方向，而不确定性输
入在系统中如何演化，是鲁棒轨迹规划的重要研

究内容［３］．综上可见，针对火星着陆任务，发展一
种快速的落点不确定度分析方法，对降低未来火

星着陆设计周期和成本，提高设计效率很有意义．
对于动力学系统中不确定性的传播问题，目

前存在的方法主要有蒙特卡洛仿真方法、线性化

方法、无味变换方法以及Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影法等．文献
［４］对蒙特卡洛方法进行了详细的阐述，这种方
法的优点在于计算实施简单，可以精确得到状态

量精确的统计特性，不足之处在于它的收敛速度

比较慢；针对特定的问题，文献［５］提出了准蒙特
卡洛方法，文献［６］提出了马尔科夫链蒙特卡洛
方法，从一定程度上提高了计算效率；针对不确定

性输入为高斯白噪声，动力学系统非线性强度在



可接受范围内的情况，文献［７］利用线性化的方
法将非线性系统泰勒展开，以线性理论为基础，以

误差方差阵为表现形式，实现不确定性的递推．文
献［８］提出一种确定的取样方法，利用一系列ｓｉｇ
ｍａ点来逼近系统输入的概率分布密度，然后将非
线性系统作用于 ｓｉｇｍａ点，利用转换后的点来近
似系统输出的统计特性，所取 ｓｉｇｍａ点个数会随
着系统维数及精度要求的提高而迅速增加．Ｇａｌｅｒ
ｋｉｎ投影法以混沌多项式展开为基础，因其具有严
密的数学理论体系，成为目前研究的１个热点，在
随机流体力学［９］，随机有限元分析［１０］，固体力

学［１１］，空间技术［１２］等领域得到了应用，但其在动

力学控制与动态估计中应用很少．
本文基于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影法，对火星着陆系统

落点偏差分析问题进行了研究．首先对火星着陆
器动力学系统及不确定参数进行描述，然后利用

ＷｉｅｎｅｒＡｓｋｅｙ正交多项式表示着陆器的状态和不
确定参数，根据Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影法则，将随机动力学
系统转化为１个高维的确定性系统，最后采用牛
顿积分求解正交多项式的时变系数，进一步得到

着陆器状态的均值和方差．

１　问题描述
忽略火星自转，假设火星表面大气相对于火

星静止，则火星着陆纵向动力学可以描述为
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（１）
其中：ｈ表示着陆器距离火星表面的距离；ｖ表示
着陆器速度的大小；γ表示航迹角；μ表示火星引
力系数；Ｒｍ表示火星半径；Ｂ表示着陆器的弹道
系数；ｋ表示着陆器的升阻比；表示倾侧角；λ表
示大气模型不确定性因子；ρ表示火星大气密度，
其与着陆器距离火星表面高度的关系如式（２）所
示，它是根据 ＮＡＳＡ开发的火星大气模型 Ｍａｒｓ
Ｇｒａｍ所生成的数据进行最小二乘拟合得到的［３］．

　　

Ｔ＝１４×１０－１３ｈ３－８８５×１０－９ｈ２－
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（２）

由于测控能力的限制，着陆器在进入点处的

位置、速度等状态不能精确已知，并且着陆器的气

动参数依靠地面试验也不能够精确建模．对应的，
本文假设上述动力学方程中的状态初值和系统参

数均存在不确定性，表示为

ｈ（ｔ０）＝ｈ０＋δｈ０，　ｖ（ｔ０）＝ｖ０＋δｖ０，

γ（ｔ０）＝γ０＋δγ０，　Ｂ＝珔Ｂ＋δＢ，

ｋ＝珋ｋ＋δｋ，λ＝珔λ＋δλ．

其中δｈ０、δｖ０、δγ０、δＢ、δｋ、δλ为符合一定分布的随
机量．

根据以上描述，火星着陆系统落点偏差的分

析问题可以抽象成为在初始状态和系统参数均存

在不确定性的随机微分方程的求解问题．下面将
利用随机投影法对上述问题进行求解．

２　Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影法
２１　Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影法概述

Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影法首先由 Ｗｉｅｎｅｒ［１３］提出，用于
对符合高斯分布的随机过程进行建模分析；学者

修东斌和 Ｋａｒｎｉａｄａｋｉｓ［１４］利用 Ａｓｋｅｙ正交多项式
体系以及ＣａｍｅｒｏｎＭａｒｔｉｎ定理将其推广到符合多
种分布的随机过程，并对这一推广的收敛性进行

了证明；随后这种方法在众多领域得到了广泛的

应用［９－１２］．本文利用上述成果，将带有不确定性
的着陆器状态用一组正交多项式逼近，此多项式

的自变量为符合一定分布的随机变量；随后将多

项式表示的状态带入动力学方程中，形成１个显
式表达的随机微分方程，最后利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影
法则，将其转换为１个高维的确定性微分方程，进
而通过对此确定性微分方程求解实现对着陆器状

态不确定性进行分析．
２２　Ａｓｋｅｙ正交多项式体系

根据ＣａｍｅｒｏｎＭａｒｔｉｎ定理及其推广，任何二
阶随机过程Ｘ（ｔ）可以用式（３）在Ｌ２意义上进行
近似逼近：

　Ｘ（ｔ）＝ａ０Ｉ０＋∑
∞

ｉ１＝１
ａｉ１Ｉ１（ξｉ１（ｔ））＋

　　∑
∞

ｉ１＝１
∑
ｉ１

ｉ２＝１
ａｉ１ｉ２Ｉ２（ξｉ１（ｔ），ξｉ２（ｔ））＋

　　∑
∞

ｉ１＝１
∑
ｉ１

ｉ２＝１
∑
ｉ２

ｉ３＝１
ａｉ１ｉ２ｉ３Ｉ３（ξｉ１（ｔ），ξｉ２（ｔ），ξｉ３（ｔ））＋… ．

（３）
其中Ｉｎ是以随机变量ξ为自变量的ｎ阶混沌多项
式，为表示及后续计算方便，上式可以重新表示

为以下形式：
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Ｘ（θ）＝∑
∞

ｉ＝０
ｃｉΦｉ（ξ）．

其中Φｉ（ξ）与Ｉｎ（ξｉ１（θ），…，ξｉ３（θ））存在一一映
射关系．

ＷｉｅｎｅｒＡｓｋｅｙ混沌多项式存在以下正交关系：

〈ΦｉΦｊ〉＝〈Φ
２
ｉ〉δｉｊ．

其中δｉｊ为克罗内克δ函数，并且〈·，·〉表示整体
内积，假设Ｗ（ξ）为对应正交多项式的权重函数，
对应于连续随机变量和离散随机变量，整体内积

可以分别定义为

〈ｆ（ξ），ｇ（ξ）〉＝∫ｆ（ξ）ｇ（ξ）Ｗ（ξ）ｄξ，
或者

〈ｆ（ξ），ｇ（ξ）〉＝∑
ξ
ｆ（ξ）ｇ（ξ）Ｗ（ξ）．

　　需要特别指出的是，当权重函数对应于某一
随机变量的概率密度函数时，则此随机变量可以

用对应于相应权重函数的一阶正交多项式精确表

示．并且，对应于常用的随机变量分布类型，如高
斯分布等，与一些正交多项式存在着一一对应关

系，如表１所示．
表１　正交多项式与随机变量类型之间对应关系

随机变量类型 正交多项式类型

Ｕｎｉｆｏｒｍ Ｌｅｇｅｎｄｒｅ

Ｇａｕｓｓｉａｎ Ｈｅｒｍｉｔｅ

Ｂｅｔａ Ｊａｃｏｂｉ

Ｇａｍｍａ Ｌａｇｕｅｒｒｅ

２３　高维确定性微分方程
利用Ａｓｋｅｙ混沌多项式将式（１）～（２）描述

的随机微分方程转换为确定性微分方程，首先要

解决的问题是将系统的不确定性输入用混沌多项

式表示，由于系统的不确定性参数（弹道系数 Ｂ，
升阻比ｋ，以及火星大气不确定性因子λ）只与任
务实施前对着陆器气动特性及火星大气的认知程

度有关，在整个着陆过程中统计特性并不改变，本

文假设这些不确定参数符合高斯分布，则可以用

一阶Ｈｅｒｍｉｔｅ正交多项式表示为

Ｂ（ζ）＝Ｂ０Ｈ０（ζ）＋Ｂ１Ｈ１（ζ），

ｋ（ζ）＝ｋ０Ｈ０（ζ）＋ｋ１Ｈ１（ζ），

λ（ζ）＝λ０Ｈ０（ζ）＋λ１Ｈ１（ζ）
{

．

（４）

　　对于系统的状态（高度ｈ、速度ｖ以及航迹角
γ），在初始时刻通常以高斯分布的形式给出，但
在着陆过程中，这些状态量之间相互影响，并且受

不确定参数的影响，在着陆器着陆过程中，状态量

的统计特性随时间发生变化，对于每一时刻，系统

状态对应的随机变量可以用混沌多项式表示，因

此对于整个时间序列中的系统状态，可以利用带

有时变系数的Ｐ阶正交多项式表示：

ｈ（ｔ，ζ）＝∑
Ｐ

０
ｈｉ（ｔ）Ｈｉ（ζ），

ｖ（ｔ，ζ）＝∑
Ｐ

０
ｖｉ（ｔ）Ｈｉ（ζ），

γ（ｔ，ζ）＝∑
Ｐ

０
γｉ（ｔ）Ｈｉ（ζ）













．

（５）

　　将式（４）～（５）带入到方程（１）～（２）描述的
随机微分方程中，可以得到
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２Ｂ ×∑

Ｐ

ｉ＝０
ｖｉＨｉ－

　　 １

Ｒｍ ＋∑
Ｐ

ｉ＝０
ｈｉＨ( )ｉ

２∑
Ｐ

ｉ＝０
ｖｉＨ( )[ ]ｉ

×

　　μｃｏｓ∑
Ｐ

ｉ＝０
γｉＨ( )ｉ ＋

１

Ｒｍ ＋∑
Ｐ

ｉ＝０
ｈｉＨ( )ｉ

×

　　 ∑
Ｐ

ｉ＝０
ｖｉＨ( )ｉｃｏｓ∑

Ｐ

ｉ＝０
γｉＨ( )ｉ

































．

（６）

为了使上式更加简便，做以下假设：

∑
Ｐ

ｉ＝０
ｘｉＨｉ＝

∑
Ｐ

ｉ＝０
λｉＨｉ×ρ（ｈ（ζ））

２∑
Ｐ

ｉ＝０
ＢｉＨｉ，

（７）

∑
Ｐ

ｉ＝０
ｙｉＨｉ＝

１

∑
Ｐ

ｉ＝０
ｖｉＨｉ
， （８）

∑
Ｐ

ｉ＝０
ｚｉＨｉ＝

１

Ｒｍ ＋∑
Ｐ

ｉ＝０
ｈｉＨｉ
． （９）

　　并利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影法则将式（６）投影到正
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交多项式的基Ｈｍ（ζ）上，则可以得到

ｈｍ ＝
∑
Ｐ

ｉ＝０
ｖｉ〈ＨｍＨｉｓｉｎ∑

Ｐ

ｉ＝０
γｉＨ( )ｉ〉

〈Ｈ２ｍ〉，

ｖｍ ＝－
∑
Ｐ

ｉ，ｊ，ｋ＝０
〈ｘｉｖｊｖｋＨｉＨｊＨｋＨｍ〉

〈Ｈ２ｍ〉
－

　
μ〈ｓｉｎ∑

Ｐ

ｉ＝０
γｉＨ( )ｉ∑

Ｐ

ｉ，ｊ＝０
ｚｉｚｊＨｉＨｊＨｍ〉

〈Ｈ２ｍ〉
　，

γｍ ＝ｃｏｓ
∑
Ｐ

ｉ，ｊ，ｋ
〈ｘｉｋｊｖｋＨｉＨｊＨｋＨｍ〉

〈Ｈ２ｍ〉
－

　
〈μｃｏｓ∑

Ｐ

ｉ＝０
γｉＨ( )ｉ ∑

Ｐ

ｉ，ｊ，ｋ＝０
ｙｉｚｊｚｋＨｉＨｊＨｋＨｍ〉

〈Ｈ２ｍ〉
＋

　
〈ｃｏｓ∑

Ｐ

ｉ＝０
γｉＨ( )ｉ∑

Ｐ

ｉ，ｊ＝０
ｚｉｖｊＨｉＨｊＨｍ〉

〈Ｈ２ｍ〉

































 ．

（１０）

其中，ｍ＝０，１，…，Ｐ．方程（１０）为与随机微分方
程（１）等价的高维确定性微分方程，可以通过龙
哥－库塔等算法对此微分方程进行求解，并通过
方程（５）可以得到系统状态的统计特性．

式（１０）中的 ｘｉ、ｙｉ、ｚｉ等系数，可以通过式
（７）～（９）及Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影法则得到，本文以求取
ｘｉ为例进行说明，ｙｉ、ｚｉ可以通过同样的方法计算．

将式（７）两边同时乘以２∑
Ｐ

ｉ＝０
ＢｉＨｉ，可以得到

∑
Ｐ

ｉ，ｊ＝０
ｘｉＢｊＨｉＨｊ＝∑

Ｐ

ｉ＝０
λｉＨｉ×ρ∑

Ｐ

ｉ＝０
ｈｉＨ( )ｉ．

　　令β＝∑
Ｐ

ｉ＝０
λｉＨｉ×ρ∑

Ｐ

ｉ＝０
ｈｉＨ( )ｉ，并将两边同时

投影到坐标基Ｈｍ上，可以得到

∑
Ｐ

ｉ，ｊ＝０
ｘｉＢｊ〈ＨｉＨｊＨｍ〉＝〈βＨｍ〉．

　　由此，ｘｉ可以通过以下方程组求解：
Ｍ［ｘ０ … ｘＰ］Ｔ ＝［〈βＨ０〉 … 〈βＨＰ〉］Ｔ．
其中Ｍ的元素为

Ｍｉｊ＝∑
Ｐ

ｋ＝０
Ｂｋ〈ＨｉＨｊＨｍ〉，　ｉ，ｊ＝０，１，…，Ｐ．

２３　状态统计特性的求取
在利用式（１０）求得混沌多项式的系数之后，

着陆器的各状态量可以用式（５）表示，然后根据定
义，可求得各个状态量的均值和方差，由于结构类

似，本文仅给出高度的均值和方差计算公式，其它

状态量的方差和均值可以类比得到，高度的均值为

Ｅ［ｈ（ｔ，ζ）］＝Ｅ∑
Ｐ

ｉ＝０
ｈｉ（ｔ）Ｈｉ（ζ[ ]） ＝

∑
Ｐ

ｉ＝０
ｈｉ（ｔ）∫

∞

－∞
Ｈｉ（ζ）ｆ（ζ）ｄζ． （１１）

方差为

　σ２［ｈ（ｔ，ζ）］＝Ｅ［ｈ（ｔ，ζ）２］－Ｅ［ｈ（ｔ，ζ）］２ ＝

　　∑
Ｐ

ｉ＝０
ｈ２ｉ∫

∞

－∞
Ｈｉ（ζ）

２ｆ（ζ）ｄζ－Ｅ［ｈ（ｔ，ζ）］２． （１２）

另外，需要指出两点：１）本文方法不仅能得
到随机变量的方差和均值，而且可以根据定义通

过式（５）求得随机变量的任意阶矩；２）本文仅针
对不确定性输入符合高斯分布的情况进行了分

析，如果不确定性输入服从其他标准分布，可以根

据表１选择对应的正交多项式来代替上述公式中
的Ｈｅｒｍｉｔｅ多项式，最后所得统计特性计算公式
形式与式（１０）～（１２）完全一样．

３　数学仿真与分析
为验证所提算法的可行性，同时分析各种不

确定性因素对落点偏差的影响，本文针对不同的

初始误差，分别利用蒙特卡洛仿真方法和本文方

法进行数学仿真，着陆器气动参数与标称轨迹初

始条件如表２所示．
表２　着陆器相关参数与标称轨迹初始条件

高度／

ｋｍ

速度／

（ｍ·ｓ－１）

航迹角／

（°）

弹道系数／

（ｋｇ·ｍ－２）

升阻比／

％

１２６１ ６７５００ －１５２ １１５０ １８

　　假设系统中的弹道系数、升阻比以及大气密
度建模均存在１０％的不确定性，而初始状态高度
存在５ｋｍ的不确定性，初始速度存在５ｍ／ｓ的不
确定性，初始航迹角存在００３°的不确定性，同样
假设符合高斯分布．

仿真采用二阶 Ｈｅｒｍｉｔｅ多项式，蒙特卡洛仿
真进行１００００次，仿真计算机 ＣＰＵ为 Ｑ８４００，主
频２６６ＧＨｚ，内存３４９Ｇ，仿真软件用Ｍａｔｈｗｏｒｋｓ
公司的Ｍａｔｌａｂ２００９ａ．
　　从图１～图６可以看出，在各种仿真条件下，
本文基于混沌多项式展开的方法（ＰＣＥ）与蒙特卡
洛仿真方法（ＭＣ）所得到的结果都能够很好吻
合，为了更清楚地评价本文方法结果的精确程度，

定义相对误差：

εｍｅａｎ（ｔ）＝
（珋ｘｐｃｅ（ｔ）－珋ｘｍｃ（ｔ））

珋ｘｍｃ（ｔ）
，

εｓｔｄ（ｔ）＝
（σｐｃｅ（ｔ）－σｍｃ（ｔ））

σｍｃ（ｔ）
{ ．
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其中 珋ｘ表示对应状态的均值，σ表示对应状态的
标准差．为了考察各误差源对着陆精度的影响，本
文仅针对单一误差源进行分析，各状态的标准差

都有等于０的情况，对于均值，航迹角有过零的情

况，所以在整个时间区域内用相对误差表示算法

精度并不合适，因此本文选择最大偏差及在最大

偏差处的相对误差作为评价标准，各种情况下的

仿真结果如表３所示（分别对应图１～图６）．
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图１　考虑高度不确定性
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图２　考虑速度不确定性
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图３　考虑航迹角不确定性
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图４　考虑大气密度不确定性
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图５　考虑升阻比不确定性
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图６　考虑弹道系数不确定性
表３　均值－标准差估计误差及相对误差

误

差

项

高度

均值

误差／

ｍ

相对均

值误差／

％

标准差

误差／

ｍ

相对标准

差误差／

％

速度

均值

误差／

（ｍ·ｓ－１）

相对均

值误差／

％

标准差

误差／

（ｍ·ｓ－１）

相对标准

差误差／

％

航迹角

均值

误差／

ｒａｄ

相对均

值误差／

％

标准差

误差／

ｒａｄ

相对标准

差误差／

％

１ ４８６．１０００ ４．４４ ５１．２４４９ １．９２ １５．７９１６ ０．３５ ５．６８７２ １．１６ ０．０２０６ ５．１８ ０．００７５ １１．３９

２ ４８６．０６００ ４．４７ ０．０７１２ １．７２ １８．４３５０ ０．４２ ０．０５５４ ２．８５ ０．０１９６ ４．９６ １．０５７ｅ４ １１．２３

３ ４８２．３１５３ ４．４４ ３．７２７０ １．２９ １８．０２８３ ０．４０ ０．１７６０ ０．７１ ０．０１９５ ４．９４ ７．１５１ｅ４ １０．２０

４ ４７９．６９８０ ４．４２ ４．７７１５ ０．９６ １９．９１５０ ０．４５ ０．９９１３ ０．９４ ０．０１９８ ５．０２ ０．００１２ ９．３６

５ ６４９．３０１７ ５．８８ ５３．１８７１ ０．８５ １８．９６９５ ０．４４ ２．００２１ ６．０７ ０．０２９２ ６．９２ ０．０２００ １３．３１

６ ４８２．６８８９ ４．４３ １３．１４９３ ２．６０ １９．３０６７ ０．４３ １．４１０３ １．３２ ０．０１９９ ５．０２ ０．００１４ １０．６７
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　　从表３可以看出，所有状态的均值估计相对
误差均小于７％，标准差估计误差小于１２％，但蒙
特卡洛仿真所消耗的时间为２３６０７ｓ，本文算法
消耗的时间为１５０９ｓ，计算效率明显提高．另外，
从图４和图６可以看出，仅考虑１０％的大气密度
不确定性和仅考虑１０％的弹道系数不确定性时，
系统状态量统计特性变化趋势一致，原因分析

如下：

　　根据式（１）可知，大气密度不确定因子和弹
道系数在动力学方程中总是同时出现，只是所处

的位置不同．仅考虑大气密度不确定性时，相当于
在对应项处乘以随机变量１＋０１ζ，仅考虑弹道
系数不确定性时，相当于在对应项处除以随机变

量１＋０１ζ，其中ζ是符合标准正态分布的随机变
量，对于小量０１ζ有

１
１＋０１ζ

＝ １－０１ζ
１－００１ζ２

１－０１ζ．

　　又因为对于零均值的标准正态分布 ζ来说，
１＋０１ζ和１－０１ζ符合相同的分布，所以仅考虑
大气密度不确定性和仅考虑弹道系数不确定性两

种情况结果类似．

４　结　论
本文针对火星着陆落点误差评估这一问题做

了相关研究，主要工作和研究结论如下：

１）提出了一种基于Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影的火星着陆
落点误差分析方法，该方法以 Ａｓｋｅｙ正交多项式
和Ｇａｌｅｒｋｉｎ投影法则为理论基础，将描述着陆器
动力学方程的随机微分方程转换成为１个等效的
高维确定性微分方程，通过求解此确定性微分方

程，实现对着陆器状态不确定性进行快速分析．
２）以系统不确定性符合高斯分布为例，分别

针对６种情况对算法的有效性进行了仿真验证，
通过和蒙特卡罗仿真结果对比可以看到：利用２
阶Ｈｅｒｍｉｔｅ多项式对系统状态进行逼近，则本文
算法对状态的均值估计误差小于７％，标准差估
计误差小于１２％，并且计算效率大为提高；
３）通过仿真发现大气密度不确定性和弹道

系数不确定性所引起的着陆器状态统计特性变化

趋势大体一致，并对产生这种现象的机理在理论

上进行分析；

４）这种算法可以推广到系统不确定性为非
高斯白噪声的情况，只需相应的调整概率密度函

数，选择合适的正交多项式代替仿真中的Ｈｅｒｍｉｔｅ
多项式，算法流程及推导的等效高维确定性微分

方程形式不变．
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