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机械手空间圆弧位姿轨迹规划算法的实现

任秉银，梁兆东，孔民秀

（哈尔滨工业大学 机电工程学院，１５０００１哈尔滨）

摘　要：为提高机械手的空间圆弧作业任务的轨迹精度，提出采用齐次矩阵和四元数法分别进行位置和姿
态的轨迹规划方法．对于位置规划，先对空间圆弧所在平面的圆心角做归一化处理，再按照平滑角速度曲线
规划位置轨迹上的插值点，并用齐次矩阵表示插补点的位置，保证了插补点的位置始终在所求圆弧上．姿态
规划采用四元数圆弧曲线函数以及分段三次有理插值保形样条函数实现 Ｃ２连续的姿态轨迹．算例验证表
明，提出的位姿规划方法能够保证机械手末端执行器的轨迹精度，在位置精度及姿态平稳过渡有较高要求的

机械手的实际应用方面有推广价值．
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　　焊接、喷涂、装配和微操作等生产作业中广泛
使用的机械手的末端执行器经常需要沿特定空间

圆弧轨迹进行作业，可见空间圆弧是机械手任务

空间作业轨迹的核心元素．高精度及平滑过渡的
机械手空间圆弧轨迹的位姿规划的插补算法是保

证机械手的末端空间圆弧轨迹精度的重要前提．

对于空间圆弧轨迹的位置规划，文献［１］提出在
任务空间中采用圆心角的线性插补实现空间圆弧

插补的方法；文献［２］采用带误差上限的多段直
线来逼近实际的圆弧；文献［３］采用修正的直线
插补法以便于使所有的插补点都能落在圆弧上．
上述两种采用直线逼近圆弧轨迹的位置插补方法

理论上均存在偏差．在描述机械手姿态时，欧拉角
和旋转矩阵存在万向节锁死、插值困难等缺陷，而

四元数不存在这些缺陷，且与旋转矩阵相比，四元

数在计算效率和占用计算机存储空间方面更有优



势［４］．单位四元数ｑ的集合是Ｒ３中的旋转变换群
ＳＯ（３），所以姿态规划问题可以转化为在 Ｓ３空间
中构造单位四元数曲线［５］．文献［６］描述的三次
Ｂéｚｉｅｒ四元数曲线，文献［７］采用的 Ｈｅｒｍｉｔ插值，
以及文献［８］提到的 Ｓｑｕａｄ的规划方法都只满足
Ｃ１连续．文献［９］提出的方法虽满足任意阶连续，
但该方法并没有封闭解，而且会生成２ｉ－１个中
间点（ｉ∈Ｎ＋）．文献［１０］中的四元数圆弧能够克
服两四元数圆弧曲线的连接处产生大的角加速度

或者大的转矩的缺点，使两圆弧在连接处能够光

滑过渡，使用２ｋ－１次多项式满足了Ｃｋ连续性．
空间圆弧作业任务在实际插补过程中经常需

要同时满足给定点的位置和姿态要求，因此作业

任务前需给定空间不共线３点的齐次坐标（包括
３点的旋转矩阵和空间位置坐标）．

本文提出对空间圆弧在其所在平面内对应的

圆心角做归一化处理，并采用平滑的 Ｓ型加减速
曲线进行角速度规划，采用齐次矩阵表示插补点

的位置．采用四元数描述机械手末端的姿态，并通
过单位四元数圆弧曲线函数以及分段三次有理插

值保形函数共同实现Ｃ２连续的姿态轨迹，从而有
效解决了姿态的平滑调整问题，为机械手高质量

完成作业任务奠定了基础．

１　机械手空间圆弧的位置插补
１１　空间不共线的３点所在圆弧的圆心和半径

在基坐标系下给定三维空间中任意不共线的

３点Ｐｅ（ｘｅ，ｙｅ，ｚｅ）、Ｐｍ和Ｐｓ，由该３点确定的空间平
面Ｍ１的方程表示为：Ａｘ＋Ｂｙ＋Ｃｚ＋Ｄ＝０．设ＰｅＰｍ
的垂直平分面为Ｍ２，ＰｍＰｓ的垂直平分面为Ｍ３，则
Ｍ１、Ｍ２、Ｍ３的平面方程及交点Ｐ０（ｘ０，ｙ０，ｚ０）均可参
照文献［１］中的方法求得，此交点 Ｐ０即为 Ｐｅ、Ｐｍ
和Ｐｓ所确定的空间圆弧的圆心，进而可求出该圆
弧的半径ｒ．
１２　建立所求圆弧的坐标系

以 Ｐ０为原点建立圆弧所在平面的坐标系
Ｐ０ＵＶＷ，令Ｕ轴的方向为Ｐ０Ｐ

→
ｅ，则 Ｕ轴在基坐标

系内的方向余弦为

ｎ＝ ｘｅ－ｘ０
ｒ

ｙｅ－ｙ０
ｒ

ｚｅ－ｚ０[ ]ｒ

Ｔ

．

　　令Ｗ轴方向为ＰｅＰ
→
ｍ×ＰｍＰ

→
ｓ，则Ｗ轴在基坐标

内的方向余弦为

ａ＝ Ａ
ｋ
Ｂ
ｋ
Ｃ[ ]ｋ

Ｔ
．

式中：

ｋ＝ Ａ２＋Ｂ２＋Ｃ槡
２．

　　Ｖ轴方向可由右手法则确定，其方向为 ο＝
ａ×ｎ，令ｐ＝［ｘ０ ｙ０ ｚ０］Ｔ，则空间圆弧自身的
坐标系与基坐标系之间的变换矩阵为

Ｔ＝ ｎ ｏ ａ ｐ[ ]０ ０ ０ １
．

　　由变换矩阵 Ｔ可将基坐标系内的空间圆弧
转化为 Ｐ０－ＵＶＷ坐标系下的 ＵＶ平面内的圆弧
（如图１）．
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图１　空间三点决定的平面圆弧

　　令基坐标系内的任意一点 Ｐ的齐次坐标为
［ｘ ｙ ｚ １］Ｔ，则Ｐ点在 Ｐ０－ＵＶＷ坐标系的坐
标设为［ｘ１ ｙ１ ｚ１ １］Ｔ，根据文献［１１］，有
［ｘ１ ｙ１ ｚ１ １］＝Ｔ－１·［ｘ ｙ ｚ １］Ｔ．

（１）
１３　圆弧插补算法

针对平面圆弧所对应的角位移做归一化处

理，且令各插补点对应的圆心角归一化后的参数

为λ（ｉ），并采用Ｓ型加减速曲线对圆弧的角位移
进行规划，确定插补点位置．
１３１　插补方向

在实际机械手的空间圆弧的任务操作中，圆

弧一般具有确定的插补方向，因此本文约定在

Ｐ０ＵＶＷ坐标系中ＵＶ平面内逆时针方向为其插补
方向，即由Ｐｅ到Ｐｍ再到Ｐｓ的圆弧始终为逆时针
圆弧．
１３２　插补角的大小

如图１所示，设由式（１）计算出空间３点Ｐｅ、
Ｐｍ、Ｐｓ在Ｐ０ＵＶＷ坐标系下的对应点坐标为
Ｐ１ ＝（ｘ１，ｙ１，０），Ｐ２ ＝（ｘ２，ｙ２，０），Ｐ３ ＝（ｘ３，ｙ３，０）．
　　在Ｐ０－ＵＶＷ坐标系的ＵＶ平面内总插补角为

θ１３ ＝
ａｒｃｔａｎ２（ｙ３，ｘ３）＋２π，

ａｒｃｔａｎ２（ｙ３，ｘ３
{

），

ｙ３ ＜０；

ｙ３≥０．
（２）

　　同时可求出 ｐ１、ｐ２在 Ｐ０ＵＶＷ坐标系下的平
面内夹角为

θ１２ ＝
ａｒｃｔａｎ２（ｙ２，ｘ２）＋２π，

ａｒｃｔａｎ２（ｙ２，ｘ２
{

），

ｙ２ ＜０；

ｙ２≥０．
（３）
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１３３　插补次数的确定
由插补角的大小以及所采用Ｓ型加减速曲线

确定插补的总时间ｔ．本文考虑到工业机械手的精
度及易于实现等要求，采用定时插补且插补周期

为Ｔｓ，则总的插补次数为：
Ｎ＝［ｔ／Ｔｓ］＋１．

　　同理，可由式（３）求得 θ１２，进而求得由 Ｐ１到
Ｐ２的插补次数Ｎ１２．
１３４　插补点的坐标

在Ｐ０ＵＶＷ坐标系的 ＵＶ平面内圆弧上各插
补点的坐标为

ｘ（ｉ）＝ｒ·ｃｏｓ（λ（ｉ）θ１３），

ｙ（ｉ）＝ｒ·ｓｉｎ（λ（ｉ）θ１３）{ ．

则插补点在基坐标系内的坐标为

Ｐ（１∶４，ｉ）＝Ｔ·［ｘ（ｉ） ｙ（ｉ） ０ １］Ｔ．
（４）

２　机械手空间圆弧的姿态插补
２１　姿态矩阵与单位四元数的对应关系

姿态的旋转变换可以采用单位四元数描述：

机械手末端执行器姿态的三维矢量绕单位轴 ｎ１
旋转２β可表示为原姿态所对应的单位四元数乘
以单位四元数即

ｑ＝［ｃｏｓβ，ｎ１ｓｉｎβ］（ｎ１∈Ｒ
３×１）［６］．

将单位四元数表示为形如ｑ＝［ｓ，（ａ，ｂ，ｃ）］
的形式，则式中ｓ、ａ、ｂ、ｃ与ｑ＝［ｃｏｓβ，ｎ１ｓｉｎβ］的
对应关系为

ｓ＝ｃｏｓβ，　ａ＝ｎ１ｘ·ｓｉｎβ，
ｂ＝ｎ１ｙ·ｓｉｎβ，　ｃ＝ｎ１ｚ·ｓｉｎβ

　　同一旋转变换可用单位四元数或姿态矩阵分
别表示，且两者有明确的对应关系．与单位四元数
ｑ＝［ｓ，（ａ，ｂ，ｃ）］对应的姿态变换矩阵为
Τｒｏｔ＝

１－２（ｂ２＋ｃ２） ２ａｂ－２ｓｃ ２ｓｂ＋２ａｃ ０
２ａｂ＋２ｓｃ １－２（ｃ２＋ａ２） －２ｓａ＋２ｂｃ ０
－２ｓｂ＋２ａｃ ２ｓａ＋２ｂｃ １－２（ｂ２＋ａ２） ０











０ ０ ０ １

．

（５）
设机械手末端姿态矩阵为

珔Ｔｒｏｔ＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ ０

ｎｙ ｏｙ ａｙ ０

ｎｚ ｏｙ ａｚ ０











０ ０ ０ １

．

与之对应的单位四元数可表示为

珘ｑ＝［ｓ１，（ａ１，ｂ１，ｃ１）］，

其中ｓ１、ａ１、ｂ１、ｃ１表达式如下：

ｓ１ ＝± ｎｘ＋ｏｙ＋ａｚ＋槡 １／２，

ａ１ ＝（ｏｚ－ａｙ）／（４ｓ１），

ｂ１ ＝（ａｘ－ｎｚ）／（４ｓ１），

ｃ１ ＝（ｎｙ－ｏｘ）／（４ｓ１）










．

（６）

２２　四元数圆弧曲线的构造
２２１　四元数圆弧曲线插值函数

利用式（６）将Ｐｅ、Ｐｍ、Ｐｓ这３点给定的姿态矩
阵转换为与其对应的单位四元数 ±ｑ１、±ｑ２、
±ｑ３，在八组数据中选取一组ｑ１、ｑ２、ｑ３

［１０］．根据文
献［１０］设Ｔ１为将Ｓ

３∈Ｒ４中的点转换到Ｒ３空间
中的３×４矩阵（Ｔ１是由ｑ１、ｑ２、ｑ３和Ｒ

４的原点确

定的４×４正交矩阵，将Ｒ４中的点投射到Ｒ３空间，
Ｔ１中存在冗余项，故文献［１０］提取 Ｔ１前３行使
Ｔ１成为３×４矩阵即可满足要求，以下珔Ｔ１同理）；
珔Ｔ１为Ｒ

３空间中的圆转换为Ｒ２平面中圆的２×３
矩阵，ｑ０为Ｒ

３空间圆的圆心；Ｓ为Ｒ２平面中圆转
化为Ｒ２平面中单位圆的２×２矩阵；设在单位圆
上与ｑ１、ｑ２、ｑ３相对应的点为ｑ１

＾
、ｑ２
＾
、ｑ３
＾
，按照式（２）

和（３）方法计算出ｑ１
＾
、ｑ２
＾
对应圆心角 α１２，ｑ１

＾
、ｑ３
＾
对

应圆心角 α１３，并设 Ｒ
２中单位圆插值圆心角为

α（ｔ），于是可得Ｓ３空间中的四元数圆弧曲线Ｃ的
表达式为

Ｃ＝ＴＴ１·珋ｑ０＋Ｔ
Ｔ
１·Ｔ

Ｔ
１·Ｓ

－１·［ｃｏｓα（ｔ） ｓｉｎα（ｔ）］Ｔ．
（７）

对式（７）求导（给定邻近３点的姿态矩阵为
定值，对应四元数也为定值，则ｑ０，Ｔ１，珔Ｔ１，Ｓ均为定
值），可得

Ｃ′＝ＴＴ１·Ｔ
Ｔ
１·Ｓ

－１·［ｃｏｓα（ｔ） ｓｉｎα（ｔ）］Ｔ·α′（ｔ）．
机械手姿态实际的角速度为珓ｒ·α′（ｔ）（珓ｒ为Ｒ２

平面圆的半径），同样Ｃ的各阶导数均由 α（ｔ）的
各阶导数决定，α（ｔ）满足 Ｃ２连续则 Ｃ满足 Ｃ２

连续．
２２．２　四元数圆弧曲线参数的有理插值函数

机械手位置插补采用定时插补，为了同时满

足给定点的位置和姿态要求，则位姿插补同步进

行．取机械手位置插补的次数Ｎ、Ｎ１２，可得机械手
姿态插补的分段时间为

ｔ１ ＝Ｎ１２·Ｔｓ，

ｔ２ ＝Ｎ·Ｔｓ
{ ．

即在时间［０，ｔ１］内完成由０到α１２，在［ｔ１，ｔ２］内完
成由α１２到α１３．机械手在空间圆弧的姿态插补的
始末两点应有一定的速度，设α′（ｔ）为ω（实际机
械手控制应将要求的姿态速度转化为ω），即求函
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数α（ｔ）使其满足以下条件：
α（０）＝０；α（ｔ１）＝α１２；α（ｔ２）＝α１３；

α′（０）＝α′（ｔ２）＝ω；
α″（ｔ１－０）＝α″（ｔ１＋０）．

　　为使α（ｔ）满足以上条件，参照文献［１２］构
造分段三次有理插值单调保形函数．

令α１＝α（０），α２＝α（ｔ１），α３＝α（ｔ２），给定
始末两点的导数值为ｄ１＝α′（０），ｄ３＝α′（ｔ２），满
足单调保形充分条件的 ｄ２（α′（ｔ２））由式（８）求
得［１２］．

ａｋｄｋ＋（ａｋ＋ｂｋ）ｄｋ＋ｂｋｄｋ＋１ ＝ｃｋ． （８）
其中，ａｋ、ｂｋ、ｃｋ可由ｈｋ、Δｋ求得，ｈｋ为自变量的间
距，Δｋ为差商；由文献［１２］分析可知其隐含条件
为ｄｋ ＞０，但是文献中方程（８）并不能保证所求
的解为正值．文献［１２］中有理插值函数的 Ｃ２连
续的条件所推得等式为

ｈｋｄｋ－１＋［ｈｋ（ｗｋ－１－１）＋ｈｋ－１（ｖｋ－１）］ｄｋ＋
　　　ｈｋ－１ｄｋ＋１ ＝ｈｋｖｋ－１Δｋ－１＋ｈｋ－１ｗｋΔｋ． （９）
其中，ｗｋ、ｖｋ的具体表达式参照文献［１２］．当式
（８）所求的解ｄ２为负值时，取其绝对值并不能满
足等式（９），此时取 ｄ２为相对于 ｄ１、ｄ３正的无穷
小，等式（９）成立，即满足Ｃ２连续的条件，同时也
满足ｄ２ ＞０．

通过上述方法可以求得分段三次有理插值单

调保形函数α（ｔ），且分段函数［１２］表示为：

α（ｔ）＝
Ｂ１（ｔ），

Ｂ２（ｔ{ ），

ｔ∈［０，ｔ１］；

ｔ∈（ｔ１，ｔ２］．

　　取ｔｉ＝ｉ·Ｔｓ，ｉ＝１，２，３，…，Ｎ．将ｔｉ代入上述
分段函数可以得到 α（ｔｉ），ｉ＝１，２，３，…，Ｎ．将
α（ｔｉ）代入式（７）可求得

ｑ（ｉ）＝Ｃｉ＝ｑ０＋Ｔ
Ｔ
１·Ｔ

Ｔ
１·Ｓ

－１·

　　 　 　　［ｃｏｓα（ｔｉ） ｓｉｎα（ｔｉ）］Ｔ．

ｑ（ｉ）为 Ｃ２连续的单位四元数圆弧曲线表示
的姿态插值离散点的函数值．目前大多数机械手
在其运动卡的控制模式下的正逆解程序是依照

ＤＨ法建立的关节坐标系，并采用齐次矩阵表示关
节之间的相应变换关系，因此需将上述得到表示

插补点姿态的四元数转化为齐次坐标矩阵，即将

ｑ（ｉ）由式（５）转化为对应的齐次矩阵 Ｔｒｏｔ（ｉ），
并设

Ｔｒｏｔ（ｉ）＝
ｎ（ｉ） ｏ（ｉ） ａ（ｉ） ０[ ]０ ０ ０ １

．（１０）

３　空间圆弧插补点的齐次坐标计算
将由式（４）得到的Ｐ（１∶４，ｉ）和式（１０）得到

的Ｔｒｏｔ（ｉ）联立可得所有插补点的齐次坐标如下：

Ｔ（ｉ）＝

ｎｘ（ｉ） ｏｘ（ｉ） ａｘ（ｉ） Ｐ（１，ｉ）

ｎｙ（ｉ） ｏｙ（ｉ） ａｙ（ｉ） Ｐ（２，ｉ）

ｎｚ（ｉ） ｏｚ（ｉ） ａｚ（ｉ） Ｐ（３，ｉ）











０ ０ ０ １

．

其中ｉ＝１，２，３，…，Ｎ．
大部分的机械手为关节机械手，在实际应用

中驱动的是各个关节．因此，将上述方法得到的齐
次坐标通过机械手的逆运动学求得逆解，即转化

为相应的关节坐标，然后通过驱动器驱动相应的

关节转到一定的角度使机械手末端到达所要求的

位姿．
对于各个关节，其自身插补点之间的插补运

动，应依据机械手自身的精度等要求采取三次或

者五次样条曲线连接插补，进而完成机械手任务

空间的圆弧规划．

４　空间圆弧位姿插补仿真及分析
基于ＭＯＴＯＲＭＡＮ－ＳＫ６弧焊机械手的几何

参数，在ｍａｔｌａｂ上进行了仿真实验．采用本文的
机械手圆弧位置规划方法使得机械手正逆解之后

所求得的插补点都在所求圆弧上（如图（２）），保
证其位置的插补精度（图中３个长三维坐标序列
的原点为给定Ｐｅ、Ｐｍ和Ｐｓ的空间位置，坐标序列
本身为给定旋转矩阵对应的动坐标系．图中实线
为Ｐｅ、Ｐｍ和Ｐｓ所确定的圆，三维坐标序列的坐标
原点为运行机械手正逆解程序后所求得的插补点

位置，三维坐标序列描述了姿态的渐变情况）．
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图２　空间圆弧插补位姿轨迹

　　由给定Ｐｅ、Ｐｍ、Ｐｓ这３点的姿态矩阵转化后
的四元数和位置规划传递给姿态控制参数 Ｎ、
Ｎ１２，并设定四元数圆弧曲线参数ω为单位速度１，
控制机械手姿态的四元数圆弧曲线的参数为角位

移 α（ｔ），以及对应的角速度 α′（ｔ）和角加速度
α″（ｔ），其曲线仿真结果分别如图３～５所示．由图
（５）看出α（ｔ）满足Ｃ２连续，由２２１小节的结论
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可知，α（ｔ）满足Ｃ２连续则Ｃ满足Ｃ２连续，进而保
证姿态插补的Ｃ２连续．
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图３　四元数圆弧曲线的参数α（ｔ）曲线
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图４　α′（ｔ）曲线
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图５　α″（ｔ）曲线

５　结　论
１）本文的算法不仅能满足空间圆弧轨迹的

位置精度，而且在姿态规划方面能够保证机械手

姿态的Ｃ２平滑过渡，为机械手的控制及驱动提供
了有效的算法，具有普遍适用的意义．

　　２）本文的算法通过修改可以应用在空间任
意指定路径点间位姿两方面的轨迹规划，具有推

广价值．
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