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经典 ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法的改进及其实验评估
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摘　要：针对以高效求解有边数限制的最短路问题，对经典 ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法进行了改进．借鉴划分算法的
思想，通过减少距离标号的数目，得到了两个改进算法．既然已有的改进算法均不能解决有边数限制的最短
路问题，因而本算法是经典ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法的全新改进．相对于经典 ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法，改进后的算法不
仅可有效地节省存储空间，而且实验表明能显著地提高计算效率．
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　　ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法一般有两种表述，一种为
经典的动态规划模式或经典算法［１－３］，另外一种

为划 分 模 式 或 划 分 算 法 （Ｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍ）［４－７］．严格意义上，划分算法并不是普遍公
认的经典 ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法，而是经过改进的
ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法，它把参与第 ｉ轮和第 ｉ＋１轮
迭代的点进行了明确划分，改进了距离标号的计

算方式，能够显著提高计算效率．目前，采用先进
先出策略的划分算法是解决负权最短路问题、最

短路问题可行性问题的最有竞争力的算法，在算

法基础上再加入门槛技术即成为解决负权最短路

问题当前公认的最快算法［８－９］．尽管经典的 Ｂｅｌｌ
ｍａｎＦｏｒｄ算法在解决负权最短路问题、最短路问
题可行性问题已经不具有优势，但它仍然是解决

有边数限制最短路问题的最好算法［１０－１１］．本文将
研究经典 ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法及其性质，并将对之
进行改进，使之能更快地解决有边数限制最短路

问题，同时将对改进后的算法进行实验评估．

１　经典 ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法的两种形
式及其性质

　　对于一个具有ｎ个点、ｍ条边的有向图Ｇ（Ｖ，
Ｅ），ｎ个点分别以１，２，…，ｎ为编号，且规定点１
为始点，ｗ（ｉ，ｊ）为有向边（ｉ，ｊ）的权．定义ｄｋ（ｉ）为
点ｉ在第ｋ次迭代后ｉ点的距离标号，则可给出经
典ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法的常见形式为：

Ｓｔｅｐ１　初始化．令 ｄ０（１） ＝０，ｄ０（ｉ） ＝



＋∞，（２≤ｉ≤ｎ）．
Ｓｔｅｐ２　对每一条边 （ｉ，ｊ）按照给定顺序进

行计算

ｄｋ（ｊ）＝ｍｉｎ｛ｄｋ－１（ｊ），ｄｋ－１（ｉ）＋ｗ（ｉ，ｊ）｝．
　　Ｓｔｅｐ３　当所有的点 ｉ（１≤ ｉ≤ ｎ）均满足
ｄｔ－１（ｉ）＝ｄｔ（ｉ），（ｔ≤ｎ）时，ｄｔ（ｉ）就是从点１到ｉ
的最短距离；当存在某个点ｊ满足ｄｎ－１（ｊ）≠ｄｎ（ｊ）
时，可判定存在负循环，算法结束．

对于以上形式的 ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法，可作两
方面的改进：１）当ｄｋ－１（ｉ）＝ｄｋ－２（ｉ）时，在第ｋ次
迭代中Ｓｔｅｐ２中边（ｉ，ｊ）所进行的计算不会造成
点ｊ的距离标号的改变，从而对边（ｉ，ｊ）所进行的
计算可以省略，这样可把 Ｓｔｅｐ２的计算量由
Θ（ｍ）降低为Ｏ（ｍ）；２）算法结束的判定规则相
对复杂，计算量比较大，可作进一步改进．

定义Ａｋ为在第ｋ－１轮迭代中距离标号减少
的点的集合，则经典 ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法又可采取
下列精简形式为：

Ｓｔｅｐ１　 初始化．令 ｄ０（１）＝０，ｄ０（ｉ）＝
＋∞，（２≤ｉ≤ｎ），把所有点加入集合Ａ１．
Ｓｔｅｐ２　对于任意点ｉ（１≤ｉ≤ｎ），令ｄｋ（ｉ）＝

ｄｋ－１（ｉ）．
Ｓｔｅｐ３　按照进入顺序对Ａｋ中的各点ｉ进行

计算为

ｄｋ（ｊ）＝ ｍｉｎ
（ｉ，ｊ）∈Ｅ

｛ｄｋ－１（ｊ），ｄｋ－１（ｉ）＋ｗ（ｉ，ｊ）｝．

如果ｄｋ（ｊ）＜ｄｋ－１（ｊ），且当点ｊＢ时，则把
点ｊ加入集合Ａｋ＋１．

Ｓｔｅｐ４　 如果集合 Ａｋ＋１ ＝，则算法结束，
ｄ（ｉ）就是从点１到ｉ的最短距离；当集合 Ａｋ＋１≠
，且ｋ＝ｎ－１时，可判定存在负循环，算法结束；
当集合Ａｋ＋１≠，且ｋ＜ｎ－１时，执行Ｓｔｅｐ５．

Ｓｔｅｐ５　令ｋ＝ｋ＋１，转到Ｓｔｅｐ２．
关于经典 ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法的高效实现，文

献［８，１１］分别介绍了 Ｂｅｌｌｍａｎ本人的改进思想，
但已有的改进算法均不适用于有边数限制最短路

问题，且没有专门论述此问题．上述精简形式可解
决有边数限制最短路问题，相对于常见形式计算

效率有了显著地改进．
经典ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法无论采用上述哪种形

式，都具有以下性质：

性质１　算法的迭代次数为最短路径树的深度．
性质 ２　 算法每次迭代的计算量均为

Ｏ（ｍ）．
性质３　算法的最坏计算复杂性为Ｏ（ｎｍ）．
性质４　算法经过ｎ－１次迭代后就可判定

负循环的存在．

上述４个性质已经由相关文献证实，本文不
给出具体证明．但针对性质１将给出以下结论：

定理１　 算法在 ｋ次迭代后，如果 ｄｋ（ｉ）＜
＋∞，那么可得到从始点１到ｊ的边数≤ｋ的一条
最短路径，这条路径的长度恰为ｄｋ（ｉ）．

证明　用数学归纳法证明，显然ｋ＝１时，命
题成立．

假设ｋ＝ｔ－１时，命题仍然成立．假定从始点
１到ｊ的边数≤ｔ的最短路径中，点ｊ的上一个点为
ｉ（ｉ≠ｊ）．这样一来，要获得从始点１到ｊ的边数≤ｔ
的最短路径，就必须首先获得从始点１到ｊ（ｊ≠ｉ）
的边数≤ｔ－１的最短路径．那么当ｋ＝ｔ时

情形１　如果ｄｔ（ｊ）＜ｄｔ－１（ｊ），由常见形式的
Ｓｔｅｐ２，则有
ｄｔ（ｊ）＝ ｍｉｎ

（ｈ，ｊ）∈Ｅ
｛ｄｔ－１（ｊ），ｄｔ－１（ｈ）＋ｗ（ｈ，ｊ）｝．

　　根据上述假定，那么必有 ｄｔ（ｊ）＝ｄｔ－１（ｉ）＋
ｗ（ｉ，ｊ）．再根据归纳法的假设，ｄｔ－１（ｈ）是从始点
１到ｈ的边数≤ｔ－１的最短路径，因此命题成立．

情形２　 如果 ｄｔ（ｊ）＝ｄｔ－１（ｊ），说明在从始
点１到ｈ（ｈ≠ｊ）的边数≤ｔ－１的最短路径的基
础上增加边（ｈ，ｊ）新形成的路径均不优于从始点
１到ｊ的边数≤ｔ－１的最短路径，这样一来从始点
１到ｊ的边数≤ｔ－１的最短路径就是从始点１到
ｊ的边数≤ｔ的最短路径，命题仍然成立．

综合上述两种情形，命题对于 ｋ＝ｔ时也成
立，从而定理１正确．

应用定理 １，只需把经典 ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法
的迭代数限定为 ｋ，就可解决限制边数 ≤ ｋ的最
短路问题．

２　经典ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法的改进
尽管精简形式的经典 ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法已经

具有较高的计算效率，但距离标号的数目最多可达

到ｎ２个．相对于常见形式的ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法，又
增加了集合Ａｋ，这将进一步增加算法的存储空间．
针对上述两点，本文将得到新的改进算法．

定义ｄ０（ｉ）为上次迭代后点ｉ的距离标号，同
时定义集合Ａ为上轮迭代中距离标号变小的点的
集合．本文给出第１个改进算法为：

Ｓｔｅｐ１　初始化．另ｄ（１）＝０，ｄ（ｉ）＝＋∞，
（２≤ｉ≤ｎ），把所有点加入集合Ａ．

Ｓｔｅｐ２　 在第 ｋ次迭代中，按照进入顺序对
集合Ａ中的各点ｉ进行计算为

ｄ（ｊ）＝ ｍｉｎ
（ｉ，ｊ）∈Ｅ

｛ｄ０（ｊ），ｄ０（ｉ）＋ｗ（ｉ，ｊ）｝．

　　如果ｄ（ｊ）＜ｄ０（ｊ），且当点ｊＢ时，把点ｊ加
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入集合Ｂ．
Ｓｔｅｐ３　如果集合Ｂ＝，则算法结束，ｄ（ｉ）

就是从点１～ｉ的最短距离；当集合Ｂ≠，且ｋ＝
ｎ－１时，可判定存在负循环，算法结束；当集合
Ｂ≠，且ｋ＜ｎ－１时，执行Ｓｔｅｐ４．

Ｓｔｅｐ４　清空集合 Ａ，并把集合 Ｂ中的元素
按先进先出顺序转到集合Ａ，再清空集合Ｂ，同时
对任意的点ｉ（１≤ｉ≤ｎ），令

ｄ０（ｉ）＝ｄ（ｉ）．
　　再令ｋ＝ｋ＋１，转到Ｓｔｅｐ２．

对照精简形式的算法，第１改进算法用集合
Ａ代替了精简形式中的Ａｋ（１≤ｋ≤ｎ－１）．另外，
第１改进算法中，仅仅使用了距离标号 ｄ０（ｉ）和
ｄ（ｉ），（１≤ ｉ≤ ｎ），而精简形式一般要使用至少
ｎ２个距离标号．因而，第１改进算法显著提高了存
储效率．

上述改进算法事实上借鉴了划分算法的思

想，也就是参与第 ｋ次迭代计算的点放在集合 Ａ
中，而把参加第ｋ＋１次迭代计算的点放在集合Ｂ
中．但二者也有根本的区别，主要区别在于划分算
法根本没有用到上一轮的距离标号 ｄ０（ｉ），仅仅
使用了距离标号 ｄ（ｉ）．为了显示这个区别，特给
出以下划分算法作出比较．

Ｓｔｅｐ１　初始化．令ｄ（１）＝０，ｄ（ｉ）＝＋∞，
（２≤ｉ≤ｎ），把所有点加入集合Ａ．

Ｓｔｅｐ２　 在第 ｋ次迭代中，按照进入顺序对
集合Ａ中的各点ｉ进行计算为

ｄ（ｊ）＝ ｍｉｎ
（ｉ，ｊ）∈Ｅ

｛ｄ（ｊ），ｄ（ｉ）＋ｗ（ｉ，ｊ）｝．

　　如果ｄ（ｊ）＜ｄ０（ｊ），则当ｊ∈Ａ且ｊＢ时，
把点ｊ加入集合 Ｂ；而当 ｊ Ａ时，把点 ｊ加入集
合Ａ．

Ｓｔｅｐ３　如果集合Ｂ＝，则算法结束，ｄ（ｉ）
就是从点１到 ｉ的最短距离；当集合Ｂ≠，且
ｋ＝ｎ－１时，可判定存在负循环，算法结束；当集
合Ｂ≠，且ｋ＜ｎ－１时，执行Ｓｔｅｐ４．

Ｓｔｅｐ４　清空集合 Ａ，并把集合 Ｂ中的元素
按进入顺序转到集合Ａ，再清空集合Ｂ，同时对任
意的点ｉ（１≤ｉ≤ｎ），令

ｄ０（ｉ）＝ｄ（ｉ）．
　　再令ｋ＝ｋ＋１，转到Ｓｔｅｐ２．

本文提出的第１个改进算法尽管减少了算法
的存储空间，但算法仍可以进一步改进，也就是可

减少Ｓｔｅｐ４的计算量，进一步改进算法（第２改进
算法）为：

Ｓｔｅｐ１　初始化．另ｄ（１）＝０，ｄ（ｉ）＝＋∞，
（２≤ｉ≤ｎ），把所有点加入集合Ａ．

Ｓｔｅｐ２　具有两种情形：
情形１　在第ｔ＝２ｋ－１（ｋ≥１）次迭代中，

按照进入顺序对集合Ａ中的各点ｉ进行计算为
ｄ（ｊ）＝ ｍｉｎ

（ｉ，ｊ）∈Ｅ
｛ｄ０（ｊ），ｄ０（ｉ）＋ｗ（ｉ，ｊ）｝．

　　如果ｄ（ｊ）＜ｄ０（ｊ），当点ｊＢ时，把点ｊ加入
集合Ｂ．

把点ｉ从集合Ａ中移除．
情形２　在第ｔ＝２ｋ（ｋ≥１）次迭代中，按照

进入顺序对集合Ｂ中的各点ｉ进行计算为
ｄ（ｊ）＝ ｍｉｎ

（ｉ，ｊ）∈Ｅ
｛ｄ０（ｊ），ｄ０（ｉ）＋ｗ（ｉ，ｊ）｝．

　　如果ｄ（ｊ）＜ｄ０（ｊ），且当点ｊＡ时，把点ｊ加
入集合Ａ．

把点ｉ从集合Ｂ中移除．
Ｓｔｅｐ３　也分两种情形：
情形１　在奇数次迭代中，如果集合Ｂ＝，

则算法结束，ｄ（ｉ）就是从点１到ｉ的最短距离；当
集合Ｂ≠，且ｔ＝ｎ－１时，可判定存在负循环，
算法结束；当集合 Ｂ≠ ，且 ｔ＜ｎ－１时，执行
Ｓｔｅｐ４．

情形２　在偶数次迭代中，如果集合Ａ＝，
则算法结束，ｄ（ｉ）就是从点１到ｉ的最短距离；当
集合Ａ≠，且ｔ＝ｎ－１时，可判定存在负循环，
算法结束；当集合Ａ≠ ，且 ｋ＜ｎ－１时，执行
Ｓｔｅｐ４．

Ｓｔｅｐ４　对任意的点ｉ（１≤ｉ≤ｎ），令
ｄ０（ｉ）＝ｄ（ｉ）．

　　再令ｔ＝ｔ＋１，转到Ｓｔｅｐ２．
比较本文提出的两个改进算法，可看出第２

个改进算法减少了把集合 Ｂ的元素转移到集合
Ａ、再清空集合Ｂ这个环节所发生的计算量．

关于简化算法和两个改进算法均满足下列结论：

定理２　对于同一个最短路问题，如果３个
算法（经典ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法的精简形式、第１改
进算法和第２改进算法）的初始距离标号是相同
的，那么３个算法不仅具有相同的迭代次数，而且
每一次迭代后距离标号改变的点形成的集合也是

相同的．
证　明　在经典ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法的常见形

式中，在每一次迭代中每一条边都要参与计算．
如果在第ｋ次迭代后，点ｉ的距离标号没有改变，
那么点ｉ的关联边（ｉ，ｊ）不会影响点ｊ在ｋ＋１次迭
代后的距离标号，因而只考虑在第 ｋ次迭代后距
离标号变化的点ｕ的关联边（ｕ，ｖ），这样就形成了
经典ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法的精简形式．而两个改进
算法与精简形式的区别仅仅表现为实现方法上的
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不同．因而，这３个算法必然具有相同的迭代次
数，且每一次迭代后距离标号改变的点形成的集

合也是相同的．
尽管由经典ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法的精简形式推

广到第１改进算法应该是非常自然的，但与第１
改进算法相类似的算法形式尚未在相关文献发

现．究其原因，可能是划分算法的提出造成了经典
ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法在计算效率方面的劣势，因而
对它的研究鲜有关注．

３　算法实验及评估
由于只有经典 ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法的常见形

式、第１改进算法和第２改进算法可解决有边数
限制最短路问题，而其他已有的改进算法（如划

分算法）均不适用，因而只对上述３个算法进行
实验和评估．３个算法测试用的有向图均为完全
图，均使用同样的例子进行测试，实验规模分别取

点数 ｎ为 １００、２００、５００、１０００、２０００、３０００、
５０００、６０００和８０００等９个规模水平．有向图的
权重服从均匀分布，可取１～１０００００之间的任一
整数．图结构采用矩阵描述．由于３个算法具有相
同的迭代步数，因而算法试验以求得最短路径的

迭代步数为参考标准．实验用的计算机为联想
ＴｈｉｎｋＰａｄ 笔 记 本，ＣＰＵ 为 Ｉｎｔｅｌｉ５２４１０Ｍ
２３０ＧＨｚ，内存为２０Ｇ．每一个规模水平分别测
试１０００个随机生成的例子．实验结果如表 １
所示．
表１　经典ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法３种实现形式的计算时间

ｍｓ

规模ｎ 常见形式 第１改进算法 第２改进算法

１００ ０２１７９７ ００９１０６ ００９０６１
２００ １２２００５ ０４１１１０ ０４０６３０
５００ １６９３６００ ２９９０００ ２９７７５０
１０００ ２１７９３２００ １３６４５００ １３５２２００
２０００ １２０４５４０００ ５８０５４００ ５７３６１００
３０００ ２９３３０００００ １３６１７５００ １３５４９６００
５０００ １１３１０２１３００ ３９４２５７００ ３９１９２４００
６０００ １７２９８８０７００ ５７４２２８００ ５７４０３５００
８０００ ３１５３８４４６００ １０４３４１９００ １０４５２４２００

　　根据上述实验数据，可以得到：
１）第２改进算法在规模 ＜６０００以内具有绝对

的优势，但仅仅略优于第１改进算法．相对于第１改
进算法，第２改进算法主要是减少了把集合Ｂ的元
素转移到集合Ａ、再清空集合Ｂ这个环节，因而可
提高计算效率，这一点通过实验数据得以证实．而
规模 ＞６０００后，反而第１改进算法占有优势．
２）经典ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法的常见形式确实需

要更多的计算量，两个改进算法在规模≥６０００个

点时，计算效率提高了近３０倍．

４　结　论
１）对经典ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法进行了改进，得

到两个改进算法．这两个改进算法可高效地求解
有边数限制的最短路问题．算法实验表明，两个改
进算法计算效率显著，在规模≥６０００个点时比经
典ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法快大约３０倍．
２）尽管文献［１］宣称可改进算法的实现形式

以提高计算效率，但已有改进算法均不适用于有

边数限制最短路问题，这决定了两个改进算法是

经典ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法的全新改进，将使得 Ｂｅｌｌ
ｍａｎＦｏｒｄ算法在解决有边数限制的最短路问题
上更具竞争力．
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