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改进的 Ｐｒｏｎｙ算法提取舒曼谐振参数
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摘　要：为在更短的时间内提取舒曼谐振参数，引入对时域采样数据进行直接处理的Ｐｒｏｎｙ算法．针对该算
法受噪声影响大的缺点，对算法的核心过程———超定方程的求解方法进行了改进，采用Ｍａｒｔｉｎ等人提出的最
小残数法，并与频域处理结果进行对比分析，验证该算法的有效性．
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　　舒曼谐振（ＳＲ）是由全球闪电活动激励在地
电离层腔中固定存在的一种谐振现象，各阶谐振

波长与地球周长成比例，前四阶谐振频率近似为

８、１４、２０和２６Ｈｚ，舒曼谐振各阶参数的研究对全
球闪电活动、气温的微弱变化以及大气层和电离

层参数的变化具有重要意义［１－５］，另外，最近也有

关于 ＳＲ与地震关系的研究［６－７］．但传感器在接
收低频环境磁场数据过程中，通常会受到其他干

扰和噪声的影响，如人类在周围空间的活动、近处

的雷暴活动以及强烈的地壳运动等，都会使得测

量的背景噪声增强，从而淹没极其微弱的舒曼谐

振信号．当然，这些干扰因素是不可避免的，我们

能做的就是选择远离工业区的偏远地方作为观测

站，以及采用抗干扰和噪声比较好的算法来提取

舒曼谐振特征参数．
对舒曼谐振参数的提取，最常规的方法就是

在频域上处理，但对于信噪比很低的观测数据往

往要进行长时间的积累平滑以得到比较清晰的频

谱图，这对于一些持续时间比较短的突发自然现

象的研究，如太阳耀斑、磁暴等对 ＳＲ参数的影响
的研究是不利的．本文引入基于时域采样数据的
谐波估计算法———Ｐｒｏｎｙ算法，该算法在电力系统
谐波和间谐波的检测方面应用比较多［８－１０］，可以

在较短的时间内提取谐波参数，但是经典 Ｐｒｏｎｙ
算法的谐波估计性能受噪声影响较大．本文首先
对Ｐｒｏｎｙ算法在低信噪比数据中的应用进行讨
论，并提出改进算法，以位于云南某观测站的低频

磁场数据为例，分别在频域和时域估计舒曼谐振

的参数，再进行对比分析，得到比较可靠的舒曼谐

振参数时域估计方法．



１　数据说明
观测站位于比较偏远的云南山区，主要观测

ＥＬＦ频段环境磁场数据，观测带宽４０Ｈｚ左右，采
样率为１００Ｈｚ．观测数据中的干扰和噪声很多，
舒曼谐振信号是淹没在这些干扰和噪声之下的，

图１（ａ）为１０ｓ的采样数据，数据中噪声污染严
重，对应的频谱如图１（ｂ）蓝线所示，几乎看不出
ＳＲ的轮廓，这通常需要一段时间的积累才能得到
比较清晰的频谱，图１（ｂ）红线为１０ｍｉｎ的数据
做傅里叶变换后的平均频谱，频率分辨率为

０１Ｈｚ，可明显看到前四阶舒曼谐振信号的轮廓，
谐振频率分别在８、１４、２０和２６Ｈｚ左右，但频谱
数据极不平滑，不利于对舒曼谐振参数的进一步

提取与分析．
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图１　原始采样数据及其不同时长的频谱

２　Ｐｒｏｎｙ算法分析
２１　算法简介

Ｐｒｏｎｙ算法是用复指数函数的线性组合来描
述等间距采样数据的一种数学方法，从而根据采

样数据直接估计出信号的频率、衰减、幅值和初相

位．对实数采样数据，算法的主要思想如下：设时
域信号为一系列存在衰减的正弦信号之和，由三

角函数的变换，可以写成一系列复指数函数之和，

如下式所示：

ｘ^（ｎ）＝∑
ｌ

ｋ＝１
Ａｋｅ

－ｋｎｔｓｃｏｓ（２πｆｋｎｔｓ＋θｋ）＝

　　　∑
ｌ

ｋ＝１
０５Ａｋｅ

－ｋｎｔｓ［ｅｊ（２πｆｋｎｔｓ＋θｋ）＋ｅ－ｊ（２πｆｋｎｔｓ＋θｋ）］＝

　　　∑
ｌ

ｋ＝１
［０５Ａｋｅ

ｊθｋｅ（－ｋｔｓ＋ｊ２πｆｋｔｓ）ｎ＋

　　　０`５Ａｋｅ
－ｊθｋｅ（－ｋｔｓ－ｊ２πｆｋｔｓ）ｎ］． （１）

进一步，令

ｘ^（ｎ）＝∑
ｐ

ｍ＝１
ｂｍＺ

ｎ
ｍ． （２）

其中：ｐ＝２ｌ为估计的复指数函数阶数；ｂｍ ＝
Ａｍｅ

ｊθｍ 或 ｂｍ ＝ Ａｍｅ
－ｊθｍ，互为共轭对；Ｚｍ ＝

ｅ－ｍｔｓ＋ｊ２πｆｍｔｓ或Ｚｍ ＝ｅ
－ｍｔｓ－ｊ２πｆｍｔｓ，也是互为共轭对．

式（１）和式（２）的估计过程，实际上是１个非
线性最小二乘问题，即得到合适的估计参数（Ａｍ，

θｍ，ｍ，ｆｍ）以及ｐ，使得∑
Ｎ－１

ｎ＝０
｜ｅ（ｎ）｜２＝∑

Ｎ－１

ｎ＝０
｜ｘ（ｎ）－

ｘ^（ｎ）｜２最小．由于这是１个复杂的非线性问题，目
前比较广泛采用的是扩充 Ｐｒｏｎｙ算法［１１］，它将对

ｂｍ和Ｚｍ的非线性估计问题转化为式（３）和（４）
决定的两组超定方程的求解：

ｘ（ｎ）＝－∑
ｐ

ｋ＝１
ａｋｘ（ｎ－ｋ）＋ｕ（ｎ），（ｐ＋１≤ｎ≤Ｎ）．

（３）
ｚ１ ｚ２ … ｚｐ
ｚ２１ ｚ２２ … ｚ２ｐ
  

ｚＮ１ ｚＮ２ … ｚ













Ｎｐ

ｂ１
ｂ２


ｂ












ｐ

＝

ｘ^（１）
ｘ^（２）


ｘ^（Ｎ











）

． （４）

其中：ｕ（ｎ）＝∑
ｐ

ｋ＝０
ａｋｅ（ｎ－ｋ），而ｚｍ（ｍ＝１，２，…，

ｐ）是多项式∑
ｐ

ｋ＝０
ａｋｚ

ｐ－ｋ ＝０的根．因此式（３）所决

定的系数ａ＝［ａ１ａ２… ａｐ］
Ｔ的求解是关键．

２２　算法改进
Ｐｒｏｎｙ算法的实现关键在于对超定方程（３）

的求解，传统的方法是将式（３）看成由ｕ（ｎ）激励

的ＡＲ模型，由∑
Ｎ

ｋ＝ｐ＋１
｜ｕ（ｎ）｜２最小，根据自相关法

得到

ρ０ ρ１ … ρｐ－１
ρ１ ρ０ … ρｐ－２
  

ρｐ－１ ρｐ－２ … ρ













０

ａ１
ａ２


ａ












ｐ

＝－

ρ１
ρ２


ρ












ｐ

． （５）

其中ρｋ＝Ｎ
－１∑
Ｎ－ｋ

ｍ＝１
ｘ（ｍ＋ｋ）ｘ（ｍ）代表信号的自相

关函数．对于含有噪声的信号，若设信号方差为
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σ２ｓ，噪声的方差为σ
２
ｎ，则有ρ０ ＝σ

２
ｓ＋σ

２
ｎ．即使对

式（３）采用其他的ＡＲ系数求解算法，也避免不了
噪声的影响．因此这种传统的算法对待估计信号
的信噪比要求比较高．

对任意超定方程如下所示：

Ｇａ＝ｙ． （６）
其中：Ｇ∈Ｒｍ×ｎ，且ｍ＞ｎ；ａ∈Ｒｎ，ｙ∈Ｒｎ．式（５）
的过程相当于对式（６）求最小平方和估计，即有

ＧＴＧａ＝ＧＴｙ． （７）
　　为了避免ρ０项的影响，Ｍａｒｔｉｎ等人采用如下
的方法，称为最小残数法［１２］：即构造矩阵Ｇ的子
集Ｇ１，同时取对应向量ｙ的子集ｙ１，有Ｇ１ａ＝ｙ１，
两边同乘以１个矩阵ＧＴ２，有

ＧＴ２Ｇ１ａ＝Ｇ
Ｔ
２ｙ１． （８）

其中 Ｇ２也为矩阵 Ｇ的子集，同时要确保矩阵
ＧＴ２Ｇ１中不包含ρ０项．

按照这一思路，任取１个值ｎ，使其满足ｐ＋１≤
ｎ≤Ｎ－ｐ，将式（３）写成式（６）的标准矩阵形
式，取

Ｇ１ ＝［ｘ（ｎ－ｐ＋２）ｘ（ｎ－ｐ＋３）… ｘ（ｎ＋１）］，
ｙ＝［ｘ（ｎ－ｐ＋１）］，

Ｇ２ ＝［ｘ（ｎ－ｐ）ｘ（ｎ－ｐ－１）… ｘ（１）］．
　　按照式（８）可以构造如下的关系式：

　

ρ２ ρ３ … ρｐ＋１
ρ３ ρ４ … ρｐ＋２
  

ρＮ－ｎ＋１ ρＮ－ｎ＋２ … ρ













Ｎ－ｎ＋ｐ

ａ１
ａ２


ａ












ｐ

＝－

ρ１
ρ２


ρ













Ｎ－ｎ

．

（９）
可见式（９）与式（５）相比，避免了部分噪声的

影响．
２３　算法仿真

采用３个频率分别为８、１４和２０Ｈｚ的衰减
信号之和为例，再加入一定的噪声，分析噪声对基

于式（５）和式（９）的 Ｐｒｏｎｙ算法的影响．采样率设
为１００Ｈｚ，分析时长为１ｓ．

图２中实线、带点实线和带星号实线分别表
示未加噪声σ＝０、加入噪声σ＝０２和σ＝０６
三种情况下，按照式（５）和式（７）的传统 Ｐｒｏｎｙ算
法估计出的信号波形以及频谱图，估计出的参数

见表１，其中估计阶数均定为ｐ＝１０．可见传统的
Ｐｒｏｎｙ方法对理想的信号估计精度很高，但对噪声
非常敏感，更不适用于 ＳＲ信号的处理．而表２为
同样的测试数据采用式（９）估计出的参数，明显
发现该算法性能优于传统的 Ｐｒｏｎｙ方法，尤其是
对衰减因子估计性能的改善．
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　　（ｄ）频谱图

图２　传统Ｐｒｏｎｙ算法在不同的噪声污染情况下恢复的
　　　　　信号波形和频谱图
表１　基于传统的Ｐｒｏｎｙ算法估计结果

噪声标准差 幅值／Ｖ 频率／Ｈｚ 衰减因子 初相位／（°）

０

２．０００

３．０００

４．０００

８．０００

１４．０００

２０．０００

０５００

０２００

１．０００

１８０．００

９０．００

０　

０２

１８９８

３２７２

４０３３

８０３７

１４０７８

２００６４

０９００

０７６９

１２５５

－１７９３１

８８７８

－００２

０６

２５７６

３２１８

４５４２

７６２３

１３９８０

２０１５８

３９１０

２７００

２１３２

－１６６２２

９６１９

－８８９

表２　基于改进算法的Ｐｒｏｎｙ算法估计结果

噪声标准差 幅值／Ｖ 频率／Ｈｚ 衰减因子 初相位／（°）

０

２．００００

３．００００

４．００００

８．００００

１４．００００

２０．００００

０５０００

０２０００

１．００００

１８０．００

９０．００

０　

０２

２００４７

３１５８８

３９０９４

８０００４

１３９９８７

１９９９８７

０５０６１

０２２０８

０９５０９

１７８７６

９１０８

０２８

０６

２１２５６

３２８７７

３６６０４

８０１２５

１３９９５４

１９９９８４

０５８２９

０２３４６

０８２６３

１７２４３

９３７５

０５６

３　ＳＲ特征参数提取
ＳＲ参数包含各阶的中心频率、幅度、以及带

宽等．本节首先采用频域方法对 ＳＲ参数进行提
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取，以此验证Ｐｒｏｎｙ算法的有效性．
３１　频域提取

对图１（ｂ）的频谱采用非线性最小平方拟合
方法进行拟合，拟合后的曲线如图３红色粗线所
示，蓝色曲线为拟合前的曲线，前四阶舒曼谐振的

中心频率和幅度如表３所示．这种方法估计结果
比较准确，但时间分辨率比较低，在一些特殊的分

析中，如太阳耀斑时引发的 ＳＲ频率的短暂变化
等应用中会有局限性．
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图３　拟合后的ＳＲ频谱图
表３　基于频域方法提取的ＳＲ参数

阶数 中心幅度／ｍＶ 中心频率

１阶

２阶

３阶

４阶

０７６１

０６２０

０５６３

０４４６

７３６

１４０９

２０１４

２６５１

３２　时域提取
Ｐｒｏｎｙ算法的估计阶数采用基于奇异值分解

的阶数确定方法［１３］，对噪声的有效抑制采用式

（９）的方法．通常情况下，若对波形进行估计，Ｐｒｏ
ｎｙ算法一次参与计算的数据点数不能太多，因为
随着时间的增大，衰减因子和频率估计的误差就

会被逐渐放大，而使得估计波形的误差越来越大，

尤其对干扰比较严重的数据，这种情况更明

显［１４］．因为波形本身并不被关心，而是希望得到
比较准确的参数估计，因此本文采用２０ｓ数据为
一处理时长，对图１（ｂ）的１０ｍｉｎ平滑频谱对应
的数据进行分段 Ｐｒｏｎｙ谐波估计，得到前两阶谐
振的频率变化如图４所示．
　　其中红线代表３０个估计值的平均值，对应前两
阶ＳＲ的平均值分别为７３５９１Ｈｚ和１３９９１６Ｈｚ，与
频域估计值基本吻合，但存在差别，主要因为观测

数据的噪声污染很严重．Ｐｒｏｎｙ算法虽然估计性能
会受到噪声的影响，但估计的时间分辨率可以很

高，要得到比较稳定的估计值，下一步还需要对估

计阶数采用更灵活的确定方法，采用抗噪声能力

更强的算法．
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（ｂ）２阶ＳＲ频率变化

图４　采用Ｐｒｏｎｙ算法估计的ＳＲ前两阶频率

４　结　论
本文利用扩展的 Ｐｒｏｎｙ算法对信噪比接近

０ｄＢ的ＳＲ观测数据进行参数估计，采用了Ｍａｒｔｉｎ
等人对含有噪声的超定方程的求解思路，避免了

超定方程系数矩阵中的自相关函数项，提高了

Ｐｒｏｎｙ算法的抗噪声性能．实际测试表明，这种方
法估计出的 ＳＲ频率与频域方法的结论基本吻
合．但是，为了得到 Ｐｒｏｎｙ算法对 ＳＲ观测数据的
稳定估计，还需要做进一步的研究，包括对数据的

预处理、估计阶数的自适应选择以及更鲁棒的抗

噪声算法等．
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