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摘　要：研究了材料还没有出现塑性变形、仅含弹性区和损伤区的球形孔洞动态扩展问题．首先通过对弹性
区的研究以及初始损伤分析获得弹性区的场量分布，并给出弹性／损伤区交界处的边界连续条件；然后在自
相似假设条件下，推导出动态扩展时损伤区需满足的控制方程；最后通过打靶法进行数值求解．数值分析表
明，许多材料参数如ν、ｎ、ｍ都对弹性区和损伤区的场量分布有影响．
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　　关于球形孔洞膨胀问题的研究目前广泛应用
于材料力学实验、地下爆破、高速穿透、防爆设计以

及航空航天工程设计等方面．人们根据研究的内容
不同而抽象出不同的受压球形（柱形）孔洞膨胀模

型，从而在理论上解决实际工程问题．如 Ｆｏｒｒｅｓｔａｌ
和Ｌｕｋ［１－３］研究了可压缩弹塑性材料以及应变硬
化材料中的球形孔洞膨胀问题；Ｓａｔａｐａｔｈｙ［４］研究
了脆性陶瓷材料中动态球形孔洞的扩展问题；Ｄｕｒ
ｂａｎ和Ｍａｓｒｉ［５－６］研究了可压弹塑性介质中球形孔
洞的动态扩展；刘赵淼等［７］利用球形孔洞模型从理

论上研究了泡沫金属材料的动态力学性能及抗侵

彻能力，并进行了实验验证；Ｇａｏ［８－９］提出了两种
孔洞膨胀模型以研究弹塑性应变硬化材料的压入

变形问题．以上这些研究基本都集中在对于塑性区
动态本构方程上，而鲜有对损伤区的研究．实际上，
由于变形的连续性，在弹性区到塑性区的过渡中，

必然存在损伤区．对此，唐立强、于雪梅等［１０－１１］针

对含损伤区和塑性区的球形孔洞的准静态和动态

扩展问题进行了专门研究．本文即主要研究损伤区
的动态变形特点．当然，本文所讨论内容要求孔洞
膨胀速度ｍ较小（一般小于０４），且材料没有出现
塑性变形，否则必须考虑塑性区的存在甚至塑性冲

击波的作用［１２］．
本文建立了含损伤区的球形孔洞膨胀三区模



型，采用自相似假设，研究了含损伤区的球形孔洞

动态扩展问题，并通过数值计算讨论了材料参数

的变化对损伤区场量的影响．

１　含损伤区的球形孔洞动态膨胀模型
含损伤区的球形孔洞动态膨胀模型如图１所

示．图中ｐｃ为孔洞内压，Ａ为孔洞内径．如取量纲
为一的半径ξ＝ｒ／Ａ，则取ξｉ为弹塑性交界，ξｗ为
波前，具体见图示．采用自相似假设［５］，则在稳定

扩展阶段，场量对时间的物质导数可以表示为
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Ａ（Ｖ－ξ）
ｄ（）
ｄξ
．

式中Ａ
·

是内径扩展速度，在自相似假设条件下，

Ａ
·
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图１　含损伤区的球形孔洞动态膨胀模型

　　边界条件和连续条件为
１）当ξ＝１时，Ｖ＝１，Σｒ＝－ｐｃ；
２）当ξ＝ξｉ时，Σｒｅ＝Σｒｄ，Ｖｅ＝Ｖｄ，ρｅ＝ρｄ；
３）当ξ＝ξｗ时，ρ＝ρ０，Ｖ＝０，Σｒ＝Σθ＝０．

式中：下标ｅ表示弹性区；ｄ表示损伤区；ρ０、ρ分别
为变形前、后材料的密度．

２　基本方程
２１　几何方程

在球形坐标（ｒ，θ，φ）下，几何方程的率形式为

εｒ＝
ｄｒ
ｄｒ＝

Ａ
Ａ
ｄＶ
ｄξ
，

εθ＝εφ ＝
ｒ
ｒ＝

Ａ
Ａ
Ｖ
ξ

{ ．
（１）

２２　物理方程
球坐标下损伤区的物理方程为

εｒ＝（１－Ｄ
ｎ）－１（Σｒ－２νΣθ），

εθ＝（１－Ｄ
ｎ）－１［（１－θ）Σθ－νΣｒ］

{ ．
（２）

其中Ｄ为实际损伤变量，且Ｄ＝Ｄ －Ｄｉ０，Ｄ 为
名义损伤因子，Ｄｉ０为初始损伤因子．在弹性区，
Ｄ＝０，此时方程（２）化为弹性区物理方程．在弹
性区与损伤区边界处，应变状态用Σ（０）ｉｊ 表示，初始
损伤变量为Ｄｉ０．ｎ、ν分别为损伤指数和泊松比．

Ｄ ＝ １
Ｋ （１＋ν）（１－２ν槡 ）

［（１－ν）ε２ｒ＋

　　　４νεｒεθ＋２ε
２
θ］
１／２，

Ｄｉ０ ＝
１

Ｋ （１＋ν）（１－２ν槡 ）
［（１－ν）（ε０ｒ）

２＋

　　　４ε０ｒ＋２（ε
０
θ）
２］１／２















．

（３）

式中Ｋ为损伤模量，由材料属性决定．
２３　运动方程

取无量纲化应力 Σｉｊ ＝σｉｊ／Ｅ（Ｅ为弹性模
量）．在自相似假设下，运动方程可以表达为［５］

Σ′ｒ＋
２
ξ
（Σｒ－Σθ）＝ｍ

２ ρ
ρ( )
０
（Ｖ－ξ）Ｖ′．（４）

式中：ｍ＝Ａ
·

／ Ｅ／ρ槡 ０为球形孔洞内径处无量纲化

的膨胀速度．
２４　质量守恒方程

在球对称条件下，质量守恒方程为

ρ／ρ＋εｒ＋２εθ＝０． （５）
　　将式（１）带入式（５）并化简得

（Ｖ－ξ）ｌｎ′（ρ／ρ０）＋Ｖ′＋２（Ｖ／ξ）＝０．（６）
２５　控制方程

将物理方程（２）两边求导，并用几何方程（１）
带入化简，在自相似假设下化简可得到损伤区的

控制方程为

　

ｄＶ
ｄξ
＝（Ｖ－ξ） １

１－Ｄｎ
（Σ′ｒ－２νΣ′θ）[ ＋

　　　ｎＤ
ｎ－１（Σｒ－２Σθ）
（１－Ｄｎ）２ ]Ｄ′，

Ｖ
ξ
＝（Ｖ－ξ） （１－ν）Σ′θ－νΣ′ｒ

１－Ｄ[ ]ｎ{ ＋

　　　ｎＤ
ｎ－１［（１－ν）Σθ－νΣｒ］
（１－Ｄｎ）２ }Ｄ′















 ．

（７）

３　求解方法
３１　弹性区的解

考虑边界条件以及弹性区的应力条件（｜Σｒ｜
１，｜Σθ｜１），可确定弹性区的解为

Σｒ＝－
２Ｃ２
３ξ３
－２υＭ

２

１－２υ
Ｃ２
ξ
＋２（１＋υ）３（１－２υ）

Ｃ２Ｍ
３，（８）

Σθ＝
Ｃ２
３ξ３
－ Ｍ２
１－２υ

Ｃ２
ξ
＋２（１＋υ）３（１－２υ）

Ｃ２Ｍ
３，（９）

ρ／ρ０ ＝ｅｘｐ［－（１－２υ）（Σｒ＋２Σθ）］，（１０）
Ｖ＝ξ｛１－ｅｘｐ［（１＋υ）（Σｒ－Σθ）］｝．（１１）

３２　损伤区的解
综上所述，式（１）～（２）、（４）、（６）、（７）即构

成了损伤区的控制方程组，其中变量有５个，即
Σθ、Σｒ、Ｖ、ρ、Ｄ，未知数与方程数相同，方程可解．
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经推导，可确定损伤区求解应力场的方程为

Σ′ｒ＝
Ｂ１·Ｄ４－Ｄ５·Ｄ１
Ｄ２·Ｄ４－Ｄ１·Ｄ３

，

Σ′θ＝
Ｂ１
Ｄ１
－
Ｄ２
Ｄ１
·
Ｂ１·Ｄ４－Ｄ５·Ｄ１
Ｄ２·Ｄ４－Ｄ１·Ｄ３

{ ．

（１２）

其中：

Ｂ１ ＝ξ
－１（１－ｅ－Χ），Ｂ２ ＝（１－ν）／Ａ１，

Ｂ３ ＝（Ａ３·Ａ４·Ａ５）／（Ａ
２
１·Ａ２），Ｂ４ ＝ν／Ａ１，

Ｂ５ ＝（Ａ３·Ａ４·Ａ６）／（Ａ
２
１·Ａ２），Ｂ６ ＝Ａ７·Ａ８，

Ｂ７ ＝（Ａ７·Ａ９）·（Ａ１１／（Ａ１０·Ａ２）），
Ｂ８ ＝（Ａ７·Ａ９）·（Ａ１２／Ａ

２
１），

Ｄ１ ＝Ｂ２＋Ｂ３，Ｄ２ ＝Ｂ５－Ｂ４，
Ｄ３ ＝Ｂ７·Ａ６＋Ｂ８－１，Ｄ４ ＝Ｂ７·Ａ５－Ｂ８，

Ｄ５ ＝Ａ１３－Ｂ６．
Ａ１ ＝１－Ｄ

ｎ，Ａ２ ＝２Ｄ，Ａ３ ＝ｎＤ
ｎ－１，

Ａ４ ＝（１－ν）Σθ－νΣｒ，Ａ５ ＝（２－６ν）Σθ－４νΣｒ，
Ａ６ ＝２Σｒ－４νΣθ，Ａ７ ＝ｍ

２ξｅ（Χ－Ι），Ａ８ ＝ｅΧ－１，
Ａ９ ＝ξｅΧ，Ａ１０ ＝（１－Ｄ

ｎ）３，

Ａ１１＝［（ｎ－１）Ｄ
ｎ＋（ｎ＋１）］ｎＤｎ－１（１＋ν）（Σｒ－Σθ），

Ａ１２＝（１＋ν）［（ｎ－１）Ｄ
ｎ＋１］，Ａ１３＝（２／ξ）（Σｒ－Σθ）．

其中Ｄ值可由式（３）确定，然后由式（４）、（６）可
获得密度场和速度场为

ρ／ρ０ ＝ｅｘｐ（－Ι）， （１３）
Ｖ＝ξ（１－ｅｘｐ（Χ））． （１４）

其中：

Ι＝１－２ν
１－Ｄｎ

１＋ ｎＤｎ

１－Ｄ( )ｎ （Σｒ－Σθ），
Χ＝１＋ν

１－Ｄｎ
１＋ ｎＤｎ

１－Ｄ( )ｎ （Σｒ－Σθ）．
　　从式（１３）、（１４）可以看出，当Ｄ＝０时，两式
化为式（１０）、（１１），说明在两区交界处，速度场和
密度场的分布是连续的．

４　数值计算
从式（８）～（１４）可以看出，计算的关键在于

设定两区（弹性／损伤）交界处的边界条件，这里存
在待定常数Ｃ２和两区交界处的位置ξｉ．在弹性区
和损伤区交界处应力满足的初始损伤条件［１３］为

Σ０θ ＝ＫＩＣ／Ｅ π珔ａ槡 ０． （１５）
其中ＫＩＣ为材料的断裂韧度．由式（１５）可以确定弹
性区待定常数Ｃ２．在计算中只需采用打靶法，给定
任意的ξｉ≥１，由方程（８）～（１１）可以得出弹性区
的全部信息，其与损伤区交界处的场量即可作为求

解损伤区的边界条件，进一步由式（１２）～（１４）进
行计算，就可获得损伤区场量分布．检查所得到的

损伤区速度场在ξ＝１时是否满足边界条件Ｖ＝
１，否则重新进行打靶，直到在ξ＝１处满足Ｖ＝１
为止．当ξｉ确定，就确定了损伤区的范围和损伤区
的全部场量的分布．

从弹性区和损伤区的应力场、速度场、密度场

表达式（８）～（１５）可知，初始裂纹长度 珔ａ０、泊松
比ν以及孔洞无量纲化膨胀速度ｍ对弹性区和损
伤区的场量分布均有影响，损伤指数 ｎ对损伤区
分布有影响．对相关参数分别取不同值，通过数值
计算可确定各参数对场量的影响．

另外，由前述分析可知，弹性区、损伤区的所

有场量分布均是连续的，因此下文只给出损伤区

的场量分布．
１）孔洞无量纲化膨胀速度ｍ对场量的影响．

取ＫＩＣ／Ｅ＝３８×１０
－５，Ｋ＝０２，ｎ＝５，珔ａ０ ＝２×

１０－４（ｍ），ν＝０１５，ｍ＝０１５／０３５，经计算可获
得求解损伤区的初始条件见表１，损伤区的场量
分布见图２．

表１　求解损伤区的初始条件（ｍ不同）

ｍ Σ（０）ｒ Σ（０）θ （ρ／ρ０）（０） Ｖ（０） ξｉ
０．１５ －０．０３７６０．０１５２ １．００５１ ０．０９１９ １．５６０
０．３５ －０．０７２３０．０１５２ １．０２９８ ０．１２９９ １．３５７

　　从图中可见，ｍ增加，损伤区的连续范围减
小，对应同一 ξ处，所有场量分布均增大，且在孔
洞附近Ｄ的变化率明显增大．可以认为孔洞膨胀
速度增大时，孔洞内径处的压力增大，因而导致材

料更容易受到破坏，使得损伤区的范围减小．图中
Ｄ为损伤变量，在ξｉ处为０．
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图２　不同ｍ对损伤区场量分布的影响

　　２）损伤指数 ｎ对场量的影响．取 ＫＩＣ／Ｅ＝
３８×１０－５，Ｋ＝０２，ν＝０１５，珔ａ０＝１×１０

－４（ｍ），
ｍ＝０１５，ｎ＝１／５，经计算可得求解损伤区的初
始条件见表２，损伤区的场量分布见图３．

表２　求解损伤区的初始条件（ｎ不同）

ｍ Σ（０）ｒ Σ（０）θ （ρ／ρ０）（０） Ｖ（０） ξｉ
１ －０．０５０４０．０２１４ １．００５３ ０．１０６２ １．３３９
５ －０．０５１８０．０２１４ １．００６２ ０．１１６６ １．４５５
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图３　不同ｎ值对损伤区场量分布的影响

　　从图中可见，ｎ增加，损伤的连续区域增大，
即损伤区范围增加，对应同一 ξ处，速度场减小、
应力场增大．说明随材料韧性增加，导致材料损伤
所需的应力越大，同时材料的变形减小，材料抵抗

损伤的能力增大．
３）泊松比ν对场量的影响．取ＫＩＣ／Ｅ＝３８×

１０－５，ｍ＝０１５，Ｋ＝０２，珔ａ０ ＝１×１０
－４（ｍ），ｎ＝

５，ν＝０１５／０３５，经计算可得求解损伤区的初始
条件见表３，损伤区的场量分布见图４．

表３　求解损伤区的初始条件（ν不同）

ｍ Σ（０）ｒ Σ（０）θ （ρ／ρ０）（０） Ｖ（０） ξｉ
０．１５ －０．０５１８０．０２１４ １．００６２ ０．１１６６ １．４５５
０．３５ －０．０５９３０．０２１４ １．００４９ ０．１４１５ １．３６９
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图４　不同ν值对损伤区场量分布的影响

　　从图中可见，ν增加，损伤区的连续范围减
小，对应同一 ξ处，除密度变化较小外，其它场量
均增大．

总之，孔洞附近损伤区场量变化明显，甚至会

出现突然拐点，而远离孔洞处场量变化和缓，趋近

弹性区场量分布．

５　结　论
１）本文确定了孔洞膨胀速度ｍ较小（一般小

于０４）时包含损伤区的球形孔洞动态膨胀的解
析解和数值解，在两区交界处所有场量均连续；

２）在孔洞附近，损伤区的变形比较复杂，场量变
化较为剧烈，而在远离孔洞处，场量变化较为和缓；

３）材料参数如泊松比 ν、损伤指数 ｎ以及球
形孔洞无量纲化膨胀速度ｍ等都对弹性区和损伤
区的场量分布有影响．ν越大，同一半径处的应力
场和速度场增大；ｍ越大，应力场和速度场越大，
同时可能出现应变硬化现象；ｎ增加，损伤的连续
区域增大，即损伤区范围增加，对应同一 ξ处，速
度场减小、应力场增大．

参考文献：
［１］ＦＯＲＲＥＳＴＡＬＭＪ，ＬＵＫＶＫ．Ｄｙｎａｍｉｃｓｐｈｅｒｉｃａｌｃａｖｉｔｙ

ｅｘｐａｎｓｉｏｎｉｎａｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｅｌａｓｔｉｃｐｌａｓｔｉｃｓｏｌｉｄ［Ｊ］．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，１９８８，５５：２７５－２７９．

［２］ＬＵＫＶＫ，ＡＭＯＳＤＥ．Ｄｙｎａｍｉｃｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｃａｖｉｔｙｅｘｐａｎ
ｓｉｏｎｏｆｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｓｔｒａｉｎｈａｒｄｅｎｉｎｇｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，１９９１，５８（２）：３３４－３４０．

［３］ＦＯＲＲＥＳＴＡＬＭＪ，ＢＲＡＲＮＳ，ＬＵＫＶＫ．Ｐｅｎｅｔｒａｔｉｏｎｏｆ
ｓｔｒａｉｎｈａｒｄｅｎｉｎｇｔａｒｇｅｔｓｗｉｔｈｒｉｇｉｄｓｐｈｅｒｉｃａｌｎｏｓｅｒｏｄｓ［Ｊ］．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，１９９１，５８（１）：７－１０．

［４］ＳＡＴＡＰＡＴＨＹＳ．Ｄｙｎａｍｉｃｓｐｈｅｒｉｃａｌｃａｖｉｔｙｅｘｐａｎｓｉｏｎｉｎ
ｂｒｉｔｔｌｅｃｅｒａｍｉｃｓ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｌｉｄｓａｎｄ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００１，３８（３２／３３）：５８３３－５８４５．

［５］ＤＵＲＢＡＮＤ，ＭＡＳＲＩＲ．Ｄｙｎａｍｉｃｓｐｈｅｒｉｃａｌｃａｖｉｔｙｅｘｐａｎ
ｓｉｏｎｉｎａｐｒｅｓｓｕｒｅｓｅｎｓｉｔｉｖｅｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃｍｅｄｉｕｍ［Ｊ］．Ｉｎ
ｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｌｉｄｓａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２００４，４１
（２）：５６９７－５７１６．

［６］ＭＡＳＲＩＲ，ＤＵＲＢＡＮＤ．Ｄｙｎａｍｉｃｓｐｈｅｒｉｃａｌｃａｖｉｔｙｅｘｐａｎ
ｓｉｏｎｉｎａｎｅｌａｓｔｏｐｌａｓｔｉｃｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｍｉｓｅｓｓｏｌｉｄ［Ｊ］．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２００５，７２（６）：８８７－８９８．

［７］刘赵淼，高建成．多孔泡沫金属抗侵彻能力研究［Ｊ］．
北京工业大学学报，２００９，３５（２）：１５６－１６１．

［８］ＧＡＯＸＬ．Ｔｗｏｎｅｗｅｘｐａｎｄｉｎｇｃａｖｉｔｙｍｏｄｅｌｓｆｏｒｉｎｄｅｎｔａ
ｔｉｏｎｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆｅｌａｓｔｉｃｓｔｒａｉｎｈａｒｄｅｎｉｎｇｍａｔｅｒｉａｌｓ
［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｌｉｄｓａｎｄＳｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，
２００６，４３（７／８）：２１９３－２２０８．

［９］ＧＡＯＸＬ．Ｓｔｒａｉｎｇｒａｄｉｅｎｔｐｌａｓｔｉｃｉｔｙｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒａｎｉｎｔｅｒ
ｎａｌｌｙｐｒｅｓｓｕｒｉｚｅｄｔｈｉｃｋｗａｌｌｅｄｓｐｈｅｒｉｃａｌｓｈｅｌｌｏｆａｎｅｌａｓ
ｔｉｃｐｌａｓｔｉｃｍａｔｅｒｉａｌ．Ｍｅｃｈ［Ｊ］．ＲｅｓＣｏｍｍ，２００３，３０
（５）：４１１－４２０．

［１０］ＹＵＸｕｅｍｅｉ，ＴＡＮＧＬｉｑｉａｎｇ，ＹＡＮＧＹｏｎｇ．Ｓｔａｔｉｃｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｏｎｆｏｕｒｒｅｇｉｏｎｓｐｈｅｒｉｃａｌｃａｖｉｔｙｅｘｐａｎｓｉｏｎｍｏｄｅｌｉｎ
ｔｈｅｐｒｅｓｓｕｒｅｓｅｎｓｉｔｉｖｅｍｅｄｉｕｍ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＨａｒｂｉｎＩｎ
ｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２０１０，１７（３）：９９－１０２．

［１１］唐立强，于雪梅，吴国辉．压力敏感性材料球形孔洞
动态扩展问题［Ｊ］．哈尔滨工业大学学报，２０１０，４２
（４）：６６５－６６８．

［１２］于雪梅．岩土材料中球形孔洞膨胀问题的力学分析
［Ｄ］．哈尔滨：哈尔滨工程大学，２０１０：５３－７１．

［１３］王自强，陈少华．高等断裂力学［Ｍ］．北京：科学出版
社，２００９：１４－３９．

（编辑　张　宏）

·９２１·第７期 于雪梅，等：球形孔洞膨胀动态问题的弹性损伤力学分析


