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摘　要：针对紧组合导航系统状态方程及量测方程的非线性，以低轨卫星为应用对象开展了无迹卡尔曼滤
波ＵＫＦ方法研究．给出了惯性系下的系统模型及算法模型，其中姿态直接采用修正Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数来表述以
避免四元数归一化条件的限制，系统状态更新采用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法以适应卫星的高速运动；之后通过数
学仿真与广义卡尔曼滤波ＥＫＦ进行了比较分析．结果表明：ＵＫＦ滤波对于姿态精度明显优于ＥＫＦ，提高了一
个数量级，对于速度、位置精度两者滤波效果相当，但对于运算时间 ＵＫＦ耗时较长．因此实际应用中可根据
导航精度与运算时间需求决定是否采用ＵＫＦ方法．
关键词：无迹卡尔曼滤波ＵＫＦ；紧组合导航；扩展卡尔曼波ＥＫＦ；低轨卫星
中图分类号：Ｕ６６６１ 文献标志码：Ａ 文章编号：０３６７－６２３４（２０１２）０７－０１３５－０４

ＵＫＦｆｏｒＴｉｇｈｔｌｙＣｏｕｐｌｅｄＩｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｉｎＬＥＯ

ＪＩＸｉａｏｑｉｎ１，ＧＡＯＸｉａｏｙｉｎｇ２

（ＢｅｉｊｉｎｇＡｅｒｏｓｐａｃｅＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌＩｎｓｔｉｔｕｔｅ，ＮａｔｉｏｎａｌＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙｏｎＡｅｒｏｓｐａｃｅ
ＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔＣｏｎｔｒｏｌ，１００８５４Ｂｅｉｊｉｎｇ，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＦｏｒｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｄｙｎａｍｉｃａｎｄｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｉｎＴｉｇｈｔｌｙＣｏｕｐｌｅｄＩｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｏｆ
ＬＥＯ，ｔｈｉｓａｒｔｉｃｌｅｈｏｌｄｓｒｅｓｅａｒｃｈｏｎＵｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ（ＵＫＦ）．ＴｈｅｓｙｓｔｅｍｍｏｄｅｌａｎｄＵＫＦｍｅｔｈｏｄｉｎ
ｉｎｅｒｔｉａｌｆｒａｍｅａｒｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．ＴｈｅａｔｔｉｔｕｄｅｉｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂｙｍｏｄｉｆｉｅｄＲｏｄｒｉｇｕｅｓｐａｒａｍｅｔｅｒｓｉｎｓｔｅａｄｏｆｑｕａｔｅｒ
ｎｉｏｎｆｏｒｉｔｓｕｎｉｔｎｏｒｍｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ，ａｎｄｔｈｅｓｔａｔｅｉｓｐｒｅｄｉｃａｔｅｄｂｙｔｈｅｆｏｕｒｔｈＲｕｎｇｅＫｕｔｔａｔｅｃｈｎｉｑｕｅｆｏｒｓａｔｅｌｌｉｔｅ＇ｓ
ｈｉｇｈｓｐｅｅｄ．ＴｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆＵＫＦｉｓｃｏｍｐａｒｅｄｔｏＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ（ＥＫＦ）ｂｙｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｒｅ
ｓｕｌｔｓｉｎｄｉｃａｔｅｔｈａｔＵＫＦｉｓｂｅｔｔｅｒｏｎａｔｔｉｔｕｄｅｐｒｅｃｉｓｉｏｎｔｈａｎＥＫＦｂｙｏｎｅｏｒｄｅｒｏｆｍａｇｎｉｔｕｄｅ，ｅｑｕａｌｏｎｐｏｓｉｔｉｏｎ
ａｎｄｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｅｃｉｓｉｏｎ，ｂｕｔｈｉｇｈｅｒｏｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｔｉｍｅ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ＵｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ（ＵＫＦ）；ｔｉｇｈｔｌｙｃｏｕｐｌｅｄｎａｖｉｇａｔｉｏｎ；ＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ（ＥＫＦ）；
ｌｏｗｅａｒｔｈｏｒｂｉｔｓａｔｅｌｌｉｔｅ

收稿日期：２０１１－０１－２５．
作者简介：姬晓琴（１９７１—），女，高级工程师．
通信作者：姬晓琴，ｊｉ－ｘｉａｏｑｉｎ＠１２６．ｃｏｍ．

　　惯性／卫星紧组合导航系统本质上是一个非
线性系统，如惯性导航系统误差模型、伪距及伪距

率量测方程等，而常规卡尔曼滤波（ＫａｌｍａｎＦｉｌ
ｔｅｒ，ＫＦ）仅适用于线性系统，是一种线性无偏最小
方差估计．对于一般的非线性系统，在理论上还难
以找到一种严格的递推方法，通常都是用近似方

法来解决非线性滤波问题，但都不是最优的．其中
扩展卡尔曼滤波（ＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＥＫＦ）应
用最为广泛，但由于线性化误差的影响，ＥＫＦ是

一个次优有偏的估计器．此外还有无迹卡尔曼滤
波［１－５］（ＵｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＵＫＦ）、粒子滤波
及模型预测滤波等非线性滤波方法．ＵＫＦ适用于
非线性高斯系统的滤波状态估计问题，尤其对于

强非线性系统其滤波精度及稳定性较 ＥＫＦ明显
提高［６］．

文献［２］对不同精度的惯性仪表与ＧＰＳ的紧
组合导航系统进行了ＵＫＦ研究，姿态采用四元数
表示，但这无法满足滤波过程四元数归一化条件

约束；文献［３］基于无人机进行了惯性／ＧＰＳ／磁力
计多传感器融合的ＵＫＦ研究，给出随着系统维数
的增加，ＵＫＦ的计算量要大于 ＥＫＦ的结论；文献
［４］基于运动载体进行松组合导航系统 ＵＫＦ研



究，全局姿态用四元数表述，而局部姿态误差用推

广的Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数定义，这虽然克服了四元数归
一化难题，但计算过程比较复杂；文献［７］进行了
中高轨卫星的紧组合导航系统研究，姿态处理方

法同文献［４］．上述文献基本都有一共性结论：
ＵＫＦ与ＥＫＦ滤波精度大致相当，只是当初始误差
较大时，ＵＫＦ收敛速度较 ＥＫＦ快，但最终滤波精
度是一致的．文献［５］对 ＵＡＶ惯性／ＧＰＳ／气压高
度计组合导航系统进行了研究，状态更新用一阶

Ｅｕｌｅｒ法，在采用强非线性气压高度计测量模型及
强非线性ＧＰＳ速度位置测量模型（考虑到ＧＰＳ接
收机与ＩＭＵ安装点不重合）时，ＵＫＦ滤波精度较
ＥＫＦ提高至少３０％，体现了 ＵＫＦ对于强非线性
系统的优越性．文献［８］将 ＵＫＦ方法应用在惯性
导航初始对准中，但仍旧使用误差状态变量作为

系统状态．文献［９］设计了一种新的 ＵＴ代表点，
扩展了ＵＫＦ算法，仿真表明该扩展算法精度略优
于原ＵＫＦ，但计算量要高２０％．

文中针对低轨卫星基于伪距、伪距率的惯性／
卫星紧组合导航系统，开展了ＵＫＦ滤波算法研究，
给出了惯性系下的系统模型及算法模型，其中姿态

直接采用修正 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数［１０－１２］作为姿态表述

以避免四元数归一化条件的限制，计算过程较文献

［４，７］简单，并提高了姿态滤波精度，最后通过数学
仿真验证了所提方法对于姿态修正的有效性．

１　无迹卡尔曼滤波ＵＫＦ
设非线性系统模型为

ｘｋ＋１ ＝ｆ（ｘｋ，ｗｋ），
ｚｋ＋１ ＝ｈ（ｚｋ，ｖｋ）．

式中：ｘｋ为ｎ维状态向量，ｚｋ为ｍ维观测向量，ｗｋ
为ｑ维系统噪声，ｖｋ为ｒ维测量噪声，两者均为高
斯白噪声，即

Ｅｗｋ ＝０，Ｅｖｋ ＝０，Ｅｗｋｗτｊ ＝Ｑｋδｋｊ，
Ｅｖｋｖτｊ ＝Ｒｋδｋｊ，Ｅｗｋｖτｊ ＝０．

式中：Ｑｋ假定为非负定阵，Ｒｋ假定为正定阵，假设
ｘ０是与｛ｗｋ｝、｛ｖｋ｝都互不相关的随机向量．

首先增广状态向量 Ｘａ ＝［ｘτ ｗτ ｖτ］τ，其
维数为Ｌ＝ｎ＋ｑ＋ｒ，则ＵＫＦ滤波方程可写为
１）初始化．

)

Ｘａ０ ＝ＥＸ
ａ
０，

Ｐａ０ ＝Ｅ［（Ｘ
ａ
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Ｘａ０）（Ｘ
ａ
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Ｘａ０）τ］＝
Ｐ０

Ｑ０
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０

．

２）计算２Ｌ＋１个ｓｉｇｍａ点（采样点）．
Ｘａ０，ｋ ＝Ｘ^

ａ；

Ｘａｉ，ｋ ＝Ｘ^
ａ＋ζ Ｐａｋ槡 ｉ，　ｉ＝１，２，…，Ｌ；

Ｘａｉ，ｋ ＝Ｘ^
ａ－ζ Ｐａｋ槡 ｉ，　ｉ＝Ｌ＋１，Ｌ＋２，…，２Ｌ．

式中：每个ｓｉｇｍａ点都是 Ｌ×１维向量， Ｐ槡
ａ
ｋ是 Ｐ

ａ
ｋ

的平方根矩阵，即满足 Ｐａｋ＝ Ｐ槡
ａ
ｋ

τ
Ｐ槡
ａ
ｋ， Ｐａｋ槡 ｉ是

Ｐａｋ的第ｉ行向量．ζ＝ Ｌ＋槡 λ为尺度因子，决定
ｓｉｇｍａ点围绕均值的分布，λ＝α２（Ｌ＋κ）－Ｌ，α为
首要尺度因子，一般取一个小于１的正常数，典型
取值范围为１×１０－３≤α≤１，κ为第三尺度因子，
通常取为０．
３）状态更新（预测）．

Ｘｘ，－ｉ，ｋ ＝ｆ（Ｘ
ｘ
ｉ，ｋ，Ｘ

ｗ
ｉ，ｋ）．

状态变量预测值的均值和方差为

ｘ^－ｋ ＝∑
２Ｌ

ｉ＝０
ωｍｉＸ

ｘ，－
ｉ，ｋ，

Ｐｘ，－ｋ ＝∑
２Ｌ

ｉ＝０
ωｃｉ（Ｘ

ｘ，－
ｉ，ｋ －ｘ^

－
ｋ）（Ｘ

ｘ，－
ｉ，ｋ －ｘ^

－
ｋ）

τ．

式中：ωｍｉ为均值的权重，其值为ω
ｍ
０ ＝λ／（Ｌ＋λ），

ωｍｉ ＝１／（２（Ｌ＋λ）），ｉ＝１，２，…，２Ｌ；ω
ｃ
ｉ为方差的

权重，其值为ωｃ０ ＝ω
ｍ
０ ＋（１－α

２＋β），ωｃｉ ＝ω
ｍ
ｉ，

β为次要尺度因子，用来合并随机变量分布的先
验知识，对于高斯分布，其最优值为β＝２．
４）量测更新（预测）．
根据采样点预测值计算 ２Ｌ＋１个预测观

测值为

Ｚ－ｉ，ｋ ＝ｈ（Ｘ
ｘ
ｉ，ｋ，Ｘ

ｖ
ｉ，ｋ）．

预测观测值的均值和方差为

ｚ^－ｋ ＝∑
２Ｌ

ｉ＝０
ωｍｉＺ

－
ｉ，ｋ，

Ｐｚｋ ＝∑
２Ｌ

ｉ＝０
ωｃｉ（Ｚ

－
ｉ，ｋ－ｚ^

－
ｋ）（Ｚ

－
ｉ，ｋ－ｚ^

－
ｋ）
τ．

状态量和观测量的互协方差为

Ｐｘｚ，－ｋ ＝∑
２Ｌ

ｉ＝０
ωｃｉ（Ｘ

ｘ，－
ｉ，ｋ －ｘ^

－
ｋ）（Ｚ

－
ｉ，ｋ－ｚ^

－
ｋ）
τ．

５）状态滤波．增益矩阵为Ｋｋ＝Ｐ
ｘｚ，－
ｋ （Ｐ

ｚ
ｋ）
－１．

滤波方程：^ｘｋ ＝ｘ^
－
ｋ ＋Ｋｋ（ｚｋ－ｚ

－
ｋ）．

滤波误差协方差阵：Ｐｘｋ ＝Ｐ
ｘ，－
ｋ －ＫｋＰ

ｚ
ｋＫτｋ．

２　紧组合导航系统
２１　紧组合导航系统状态方程

首先介绍姿态表述的修正Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数，它
实际上是由姿态四元数推导而来．与绕空间某单
位轴ｅ旋转θ角对应的单位四元数ｑ可写为

ｑ＝ ｃｏｓθ( )２ ｅｓｉｎ θ( )[ ]２
τ
，θ∈［－２π，２π］．
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　　 令 ｑ０＝ｃｏｓθ( )２ ，ｑＶ ＝ｅｓｉｎ θ( )２ ，则修正
Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数Ｒ＝ ｒ１ ｒ２ ｒ[ ]３ 定义为

Ｒ＝
ｑｖ
１＋ｑ０

＝ｅｔａｎ θ( )４ ．
可以看出，Ｒ参数旋转角 θ的范围变为（－２π，
２π），在θ＝±２π处奇异．

需说明的是，四元数虽然是全局无奇异的姿

态表述，但由于四元数不是姿态的最小实现，在滤

波递推过程中由因无法始终满足四元数归一化条

件而导致滤波误差增大．所以本文直接选取接近
全局的最小姿态实现———修正的 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数
作为姿态表述，既降低了系统维数又保证了滤波

精度．
设ω为星体旋转角速度，则姿态四元数满足

如下动态方程：

ｑ＝１２ｑ
０[ ]ω．

则可导出修正Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数的动态方程为

Ｒ＝１４ＣＲω，

ＣＲ ＝

１＋ｒ２１－ｒ
２
２－ｒ

３
３ ２（ｒ１ｒ２－ｒ３） ２（ｒ１ｒ３＋ｒ２）

２（ｒ１ｒ２＋ｒ３） １－ｒ２１＋ｒ
２
２－ｒ

３
３ ２（ｒ２ｒ３－ｒ１）

２（ｒ１ｒ３－ｒ２） ２（ｒ２ｒ３＋ｒ１） １－ｒ２１－ｒ
２
２＋ｒ









３３

．

　　基于修正 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数的低轨卫星紧组合
导航系统状态方程可写为（只考虑引力，不考虑

摄动力）：

Ｘ＝Ｖ，
Ｖ＝ＣＩＢ（ａＢ －Ｋ０－ａ）＋Ｇ，
Ｒ＝ＣＲ（ωＢ －Ｄ０－ｇ），

Ｋ０ ＝０，
Ｄ０ ＝０，

ｃδｔ＝ｃδｆ＋ｗｃδｔ，

ｃδｆ＝ｗｃδｆ．
式中：Ｘ为位置，Ｖ为速度，Ｒ为修正Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参
数，Ｋ０为加速度计零位误差，Ｄ０为陀螺零漂，ｃδｔ
为与接收机时钟误差等效的距离误差，ｃδｆ为与接
收机时钟频率误差等效的距离率误差；ＣＩＢ为弹体
系到惯性系的转换矩阵，Ｇ为引力加速度；ａＢ、ωＢ
分别为加表、陀螺的测量值；ａ、ｇ分别为加速

度计、陀螺的测量噪声；ｗｃδｔ、ｗｃδｆ为白噪声．
２２　紧组合导航系统量测方程

伪距、伪距率量测方程为［１３］：

ρｊ＝ρ
０
ｊ＋ｃδｔ＋ｖρｊ，

ρｊ＝ρ
０
ｊ＋ｃδｆ＋ｖρｊ．

式中：ρｊ为伪距测量值，ρｊ为伪距率测量值，ｊ代表
卫星编号，ｖρｊ为伪距测量噪声，ｖρｊ为伪距率测量噪

声；ρ０ｊ ＝ （ｘｊ－ｘ）２＋（ｙｊ－ｙ）２＋（ｚｊ－ｚ）槡
２为惯

导计算的第 ｊ号导航卫星到接收机的距离，ρ０ｊ ＝
（Ｘ－Ｘｊ）τ（Ｖ－Ｖｊ）／ρ０ｊ为惯导计算的距离变化率，
Ｘｊ、Ｖｊ为第ｊ颗卫星在惯性系下的位置、速度矢量．

３　数学仿真
３１　仿真计算条件

１）假设地球为圆形，卫星轨道高度为６００ｋｍ；
２）滤波器相关参数选取：假设初始状态无误

差，假设速度误差 ０１ｍ／ｓ（１σ），位置误差
２０ｍ（１σ），姿 态 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参 数 误 差 ２ｅ－
４（１σ），加表零位误差 ３×１０－４ｇ０（１σ），陀螺零
漂０６（°）／ｈ（１σ），等效距离误差 ３００ｍ（１σ），
等效距离率误差００３ｍ／ｓ（１σ），伪距测量误差
５０ｍ（１σ），伪距率测量误差０３ｍ／ｓ（１σ）；

３）接收机收星数目：假设低轨卫星上的 ＧＰＳ
接收天线的安装方式能保证任一时刻都能收到至

少４个卫星信号，即至少有４个伪距、伪距率观测
值；

４）系统状态更新：因为低轨卫星在作高速运
动，为了保证预测精度以使滤波顺利进行，仿真采

用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法进行系统状态更新．
３２　ＵＫＦ仿真结果及分析

基于低轨卫星惯性／卫星紧组合导航系统，本
文分别对如下３种滤波方法进行了仿真研究并对
其结果进行了比较分析：针对非线性系统方程及

量测方程进行了ＵＫＦ仿真（记为ＵＫＦ方法１）；针
对线性化系统方程及量测方程进行了ＥＫＦ仿真；
针对线性化系统方程、非线性量测方程进行了

ＵＫＦ仿真（记为ＵＫＦ方法２）．图１、图２分别给出
了ＥＫＦ与ＵＫＦ方法１的姿态误差曲线图．仿真结
果表明：

１）对于位置、速度、姿态精度，ＵＫＦ方法２与
ＥＫＦ滤波的效果相当．这说明伪距、伪距率量测
方程的线性化对滤波精度的影响不大．
２）对于姿态精度，ＵＫＦ方法１的效果明显优

于ＥＫＦ滤波，姿态精度由０８°变为００３°，提高了
一个数量级．分析其原因，应是姿态状态方程的强
非线性使得ＵＫＦ的优势得以发挥．
３）对于位置、速度精度，ＵＫＦ方法１与 ＥＫＦ

滤波的效果相当，这说明速度状态方程的线性化

精度足够高，没有体现出ＵＫＦ的优势．
４）对于仿真运行时间，完成ＵＫＦ方法２需时

·７３１·第７期 姬晓琴，等：低轨卫星紧组合导航ＵＫＦ方法



约为４００ｓ，而 ＥＫＦ需时约为３６０ｓ，这与 ＥＫＦ大
致相当；完成ＵＫＦ方法１需时约为５２５ｓ，耗时较
多，这主要是因为卫星在高速运动，而 ＧＰＳ采样
信号为１ｓ一次，故状态更新若用Ｅｕｌｅｒ法则预测
精度无法保证，仿真中采用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法虽
然保证了精度却导致运算时间增加．

　　此外，为了进一步考察ＵＫＦ方法一对姿态的
滤波精度，将陀螺精度降低为６°／ｈ（１σ），在其他
滤波条件不变的情况下进行了仿真，仿真结果如

图３、图４所示，姿态精度由２２°变为０４°，提高了
将近两个数量级，再次验证了本文所用修正 Ｒｏ
ｄｒｉｇｕｅｓ参数表述姿态的有效性．
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图１　姿态误差曲线（ＥＫＦ，　　　　图２　姿态误差曲线（ＵＫＦ方法１，　　　　　　图３　姿态误差曲线（ＥＫＦ，
Ｄ０＝０６°／ｈ（１σ）　　　　　 Ｄ０＝０６°／ｈ（１σ）　　　　　 Ｄ０＝６°／ｈ（１σ）
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图４　姿态误差曲线（ＵＫＦ方法１，Ｄ０＝６°／ｈ（１σ）

４　结　论
基于低轨卫星伪距、伪距率惯性／卫星紧组合

导航系统，本文针对系统方程及量测方程的非线

性，进行了无迹卡尔曼滤波 ＵＫＦ研究，仿真结果
显示姿态滤波精度得到大幅提高，表明了直接采

用修正Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ参数作为全局姿态表述的有效
性，体现了 ＵＫＦ对强非线性姿态运动方程的优
势．但是此结果的普遍性和适用性还有待于进一
步深入研究．
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