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偶极源辐射超材料表面波的存在条件及特性
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摘　要：为了更好地利用超材料，需要研究半空间模型中超材料的表面波．利用电磁波反射场的索末菲积
分，应用复变函数积分的鞍点法，研究下层介质分别为等离子体、负磁性介质和左手材料时，在竖直电偶极子

与磁偶极子的反射场中所含表面波的成分构成与电磁特性．确定了各表面波模式发在的条件，给出了侧面波
或吸附表面波模式与入射电磁波的类型、下层介质的等效介电常数等的关系．
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　　近年来具有特殊电磁性质的人造超材料得到
了研究者的普遍关注［１－３］．超材料是一种不存在
于自然界的人工复合材料，具有超常的物理属

性［４－５］，包括光子晶体、复合左右手传输线和左手

介质等，在微波、光学等领域有着巨大的应用价值

和应用前景［６－８］．超材料的制作都是采用水平层
状介质实现的［９－１０］，平面层状媒质背景下电磁波

传播、辐射和散射的时空分布在遥测遥感、地球物

理探测、电磁材料的隐身、微带天线、光学薄膜等

领域，具有强烈的工程应用需求．
偶极辐射源下水平层状媒质的反射场可以表

示成索末菲积分的形式［１１－１３］，通过对极点和分支

割线的研究可以提取其表面波项．不同的表面波
模式具有不同的传播特性［１４－１６］，在常规介质与超

材料介质的分界面上对其可能存在的表面波模式

进行研究，可以更好地认识超材料的电磁特性和

波导特性．目前的文献中，将索末菲积分的分析方
法用于超材料的表面波分析的文章并不多，本文

分别以等离子介质、负磁性介质和左手介质作为

索末菲半空间下层介质，分析竖直偶极子源所激

发的“远场区”反射场中的表面波模式及存在条

件．根据 ＴＭ波和 ＴＥ波的索末菲积分表达式，研
究应用鞍点法计算积分式时支点和分支割线的影

响，分析极点的分布与有效性条件，讨论不同情况

下表面波的成分构成与传播特性．



１　理论模型
在半空间模型中，上半空间为常规介质，下层

介质分别为等离子介质、负磁性介质和左手介质

的情况，本文研究分界面上的表面波模式．首先得
到各种介质材料的一些基本电磁参数，常规介质

的等效介电常数ε和等效磁导率μ的实部和虚部
都为正数；等离子材料有 Ｒｅ［ε］＜０，Ｉｍ［ε］＞
０，Ｒｅ［μ］＞０，Ｉｍ［μ］＞０；负磁性材料Ｒｅ［ε］＞
０，Ｉｍ［ε］＞０，Ｒｅ［μ］＜０，Ｉｍ［μ］＞０；左手材料
Ｒｅ［ε］＜０，Ｉｍ［ε］＞０，Ｒｅ［μ］＜０，Ｉｍ［μ］＞０．

在均匀介质中，电磁场分布可以解耦为ＴＭ波
与ＴＥ波的合成，竖直电偶极子只激励ＴＭ波，竖直
磁偶极子激励的电磁场只有ＴＥ波，可以分别用Ｅｚ
和Ｈｚ表征．设偶极子位于上半空间，且处在柱坐标
系的原点，介质分界面在ｚ＝－ｄ处，它们在上半空
间的反射场Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ积分表达式为［１７］

Ｅ１ｚ＝
－Ｉｌ
８πωε１∫

∞

－∞
ｄｋρ
ｋ３ρ
ｋ１ｚ
Ｈ（１）０ （ｋρρ）Ｒ

ＴＭ
１２ ｅ

ｉｋ１ｚ（ｚ＋２ｄ），

（１）

Ｈ１ｚ＝
－ｉＩＡ
８π∫

∞

－∞
ｄｋρ
ｋ３ρ
ｋ１ｚ
Ｈ（１）０ （ｋρρ）Ｒ

ＴＥ
１２ｅ

ｉｋ１ｚ（ｚ＋２ｄ）．

（２）
其中：Ｉ为偶极源电流，ｌ为电偶极源两电荷之间的
距离，ω为角频率，ε１为上层介质的介电常数，Ａ
为磁偶极子电流环的面积，ｋρ和ｋｚ分别为径向和
纵向波矢量，式中的下标１、２分别代表上、下层介
质，Ｈ（１）０ 为第１类的零阶汉克尔函数，Ｒ

ＴＥ和ＲＴＭ分
别为ＴＥ波和ＴＭ波在半空间的反射系数［２０］．

　ＲＴＥ ＝
μ２ｋ１ｚ－μ１ｋ２ｚ
μ２ｋ１ｚ＋μ１ｋ２ｚ

，ＲＴＭ ＝
ε２ｋ１ｚ－ε１ｋ２ｚ
ε２ｋ１ｚ＋ε１ｋ２ｚ

． （３）

在式（１）、（２）中，为了进行高效的数值计算
或解析分析，需要考虑积分路径的选取和被积函

数的奇点问题．在竖直电偶极子和竖直磁偶极子
反射场的积分表达式中，积分路径与支点、支割线

间的关系，以及被积函数的奇点的贡献，决定着超

材料中表面波的成分和电磁特性．由于 ｋｎｚ ＝

ｋ２ｎ－ｋ
２

槡 ρ，（ｎ＝１，２）的存在，被积函数呈现双值
性．虽然双值函数的取值在数学上并不影响积分
表达式的合理性，但为满足一些物理要求，双值函

数的取值只能唯一，需要划分和规定双值函数的

黎曼面．ｋρ平面上存在４个支点和对应的支割线，
根据辐射条件的要求，这 ４条分支割线由下式
确定．

Ｉｍ［ｋｎｚ］＝Ｉｍ［ ｋ２ｎ－ｋ
２

槡 ρ］＝０，　ｎ＝１，２．

（４）

　　设ｋｎ＝ｋ′ｎ＋ｉｋ″ｎ，ｋρ＝ｋ′ρ＋ｉｋ″ρ，将ｋ
２
ｎｚ的表

达式展开得

ｋ２ｎｚ＝（ｋ′
２
ｎ－ｋ″

２
ｎ－ｋ′

２
ρ＋ｋ″

２
ρ）＋２ｉ（ｋ′ｎｋ″ｎ－ｋ′ρｋ″ρ）．

（５）
　　结合式（４），可得分支割线位置的确定表达
式为

（ｋ′２ｎ－ｋ″
２
ｎ－ｋ′

２
ρ＋ｋ″

２
ρ）≥０，（ｋ′ｎｋ″ｎ－ｋ′ρｋ″ρ）＝０．

（６）
以Ｉｍ［ｋｎｚ］＞０为上黎曼面，Ｉｍ［ｋｎｚ］＜０为

下黎曼面．首先考虑半空间上方辐射源为竖直磁
偶极子的情况．本文讨论无磁介质，其相对磁导率
μ非常接近于 ＋１或 －１，在这种情况下，式（３）表
示的反射系数近似化为

ＲＴＥ１２ ＝
ｋ１ｚ－ｋ２ｚ
ｋ１ｚ＋ｋ２ｚ

． （７）

　　根据定义 ｋｎｚ ＝ ｋ２ｎ－ｋ
２

槡 ρ，上式若存在极点

必有ｋ１ ＝±ｋ２．如果存在极点，介质１和介质２不
可能是同类介质，否则其电磁参数将完全相同，半

空间模型中的介质分界面将不存在，所以 ｋ１ ＝
－ｋ２．因介质１为常规介质，Ｒｅ［ｋ１］与Ｉｍ［ｋ１］同
号，所以Ｒｅ［ｋ２］与Ｉｍ［ｋ２］也必然要同号，只有当
介质２是等离子体介质时，满足此符号要求．但
是，由于ｋ１实部的模大于虚部的模，而 ｋ２实部的
模小于虚部的模，因此选择等离子体介质作为下

半空间介质时也无法满足ｋ１＝－ｋ２．可见无论下
半空间为哪种介质，竖直磁偶极子激励下的反射

波表达式都不存在极点，这与下半空间为常规介

质时相同．
半空间上方辐射源为竖直电偶极子的情况

时，同样讨论无磁介质，极点由式（３）表示ＲＴＭ的
反射系数的分母为零时来确定，即

ε２ｋ１ｚ＋ε１ｋ２ｚ＝０． （８）
　　由上式可以求得极点ｋｐ的表达式为

ｋｐ ＝±
ε２２ｋ

２
１－ε

２
１ｋ
２
２

ε２２－ε槡 ２
１
． （９）

　　由式（８）的虚部为零，可得
ｋ′′２ｚ≈－ε

′
２ｋ
′′
１ｚ／ε

′
１． （１０）

　　然而并非所有的极点都需要考虑，只有当极
点与包围它的部分路径处于同一黎曼面时，此极

点才对积分有贡献．

２　表面波成分特性
用鞍点法计算式（１）、（２）时，等相位路径确

定过程与下层介质的参数无关．选择积分路径在
第一、二象限，等相位路径总是逆时针向下绕过分
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支点 ｋ１，如图１所示．考虑坐标原点和分支点确
定的直线，设Ａ、Ｂ是此直线与等相位路径的两个

交点，可求得交点值分别为ｋ１ρ／ ρ２＋（ｚ＋２ｄ）槡
２

和ｋ１ ρ
２＋（ｚ＋２ｄ）槡

２／ρ．并且可求得等相位路径
与虚轴的交点Ｃ的值为ｉｋ１ρ／（ｚ＋２ｄ）．
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图１　等离子体的积分路径与支点割线

　　在这种情况下，等相位路径穿过ｋ１的割线２
次，这满足上节提出的选取积分路径的基本原则．
因此，无需对分支点 ｋ１再做处理，亦即分支点 ｋ１
及其割线对积分结果无影响．分支点ｋ２（或 －ｋ２）
在复平面的位置由下层介质的等效介电常数和等

效磁导率确定，此分支点对于积分结果是否有贡

献视下层介质的参数而定．当下层介质为不同的
超材料时，根据分支点ｋ２在复平面的位置与积分
路径的关系，分析支点ｋ２和它的分支割线对积分
的贡献．

下层介质为不同超材料时，为了对极点的分

布情况有一个更清晰的认识，本文进行了数值仿

真．其中上层介质的相对介电常数取ε１＝１０１＋
０００２ｉ，下层介质的相对介电常数实部取值为１２
～１２０，虚部为０００２～００２０．图中的符号 ＋表
示极点随下层介质的等效介电常数ε的实部ε′２的
变化，符号 ｏ表示极点随介电常数的虚部 ε′′２的
变化．

当下层介质为等离子介质时，如图１所示，由
于Ｒｅ［ｋ２］＜Ｉｍ［ｋ２］，虽然分支点ｋ２在ｋρ平面的
上黎曼面内，但没有被最陡下降路径 ＳＤＰ和原始
路径ＳＩＰ包围在内，并且积分路径不穿过其支割
线，所以支点ｋ２及其分支割线将不对积分结果产
生影响，没有相关的表面波．
　　图２为当下层介质为等离子介质时的极点分
布情况．由图可知，极点仅存在于第一、三象限内，
极点的模值总大于ｋ１的模值，实部ε

′
２越小极点ｋｐ

的模值越大，此时的极点 ｋｐ越远离支点 ｋ１，
当ｋｐ ＞λ２ｋ１，即｜ε′２｜＜ε′１［ρ

２＋（ｚ＋２ｄ）２］／（ｚ＋
２ｄ）２时，极点能够被积分路径包围．当实部 ε′２很

小时，虚部ε′′２的变化引起的作用比较明显．由于
Ｒｅ［ε２］＜０，由式（１０）知ｋ１ｚ和ｋ２ｚ的虚部可以同
号，即极点可以同时在两个双值函数的上黎曼面

上，因此下层介质为等离子体介质时，在第一象限

内存在有效极点．此时极点的贡献通过留数定理
求得，对应的波模式在 ｚ方向以指数形式快速衰

减，在ρ方向以１／槡ρ的速度衰减，传播速度由极
点的具体值决定，称作吸附表面波．
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图２　等离子体的极点分布

　　当下层介质为左手介质时，分支点 －ｋ２被路
径ＳＤＰ和路径ＳＩＰ包围在内，此时需要进行增加
两条互为反方向的积分路径，如图３中所示．此时
增加路径的积分可以通过鞍点法求得，对应的波

模式是在ρ方向以１／ρ２衰减的表面波，具有下层
介质中的相速度，也称之为侧面波或首波．
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图３　左手材料的积分路径与支点割线

　　图４为左手材料的极点分布情况．由图可知，
极点ｋｐ模值总小于ｋ１和ｋ２的模值，实部ε

′
２越小

极点ｋｐ的模值越小，当 ｋｐ ＜λ１ｋ１，即 ｜ε′２｜＜
ε′１ρ

２／（ｚ＋２ｄ）２时，极点能够被积分路径包围．极
点主要分布于第一、三象限内，当实部 ε′２较小而
虚部ε′′２很大时，极点可进入二、四象限内．由于
Ｒｅ［ε２］＜０，ｋ１ｚ和ｋ２ｚ的虚部可以同号，即极点可
以同时位于这两个双值函数的上黎曼面上．因此

存在有效极点，此时极点的贡献为以１／槡ρ衰减的
吸附表面波．
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图４　左手材料的极点分布

　　负磁性介质的积分路径与支点割线，如图５
所示，若ε′２ ＞ε′１ρ

２／（ｚ＋２ｄ）２，分支点 －ｋ２没有
被ＳＤＰ和ＳＩＰ包围在内，并且积分路径不穿过其
支割线，此时支点 －ｋ２及其分支割线将不对积分
结果产生影响．当ε′２ ＜ε′１ρ

２／（ｚ＋２ｄ）２时，则分
支点 －ｋ２割线将被积分路径穿过，从而需要增加
两条互为反方向的积分路径，并对积分结果产生

影响，存在ρ方向以１／ρ２衰减的侧面波．
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图５　负磁性介质的积分路径与支点割线

　　负磁性介质的极点分布如图６所示，极点 ｋｐ
的模值总大于ｋ１的模值，实部ε

′
２越小极点ｋｐ的模

值越大，极点的分布可存在于四个象限内．此时由
于Ｒｅ［ε２］＞０，根据式（１０）要求ｋ１ｚ和ｋ２ｚ的虚数
部分必须反号，即极点不能同时位于这两个双值

函数的上黎曼面，因此下层介质为负磁性介质时，

不存在有效极点及相关表面波．
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图６　负磁性介质的极点分布

３　结　论
１）对于不同的介质分界面，表面波模式有所

不同．在上、下层介质均为常规介质时只存在ρ方
向以１／ρ２的速度衰减的表面波，也称侧面波．而
下层介质分别为等离子介质和左手材料介质时，

在竖直电偶极子的反射场中，出现了一种新的在

ρ方向以１／槡ρ的速度衰减的吸附表面波，也叫
Ｚｅｎｎｅｃｋ表面波．
２）对于 ＴＭ波，当下层介质为等离子介质，

｜ε′２｜＜ε′１［ρ
２＋（ｚ＋２ｄ）２］／（ｚ＋２ｄ）２时第一象

限内存在有效极点，此时极点留数的贡献为吸附

表面波，在ρ方向以１／槡ρ的速度衰减，但不存在
常规介质时的侧面波；当下层介质为左手介质，

｜ε′２｜＜ε′１ρ
２／（ｚ＋２ｄ）２时存在有效极点，表面波

中同时存在分别以１／ρ２和１／槡ρ衰减的侧面波和
吸附表面波；下层介质为负磁性介质时无有效极

点，且只有当ε′２ ＜ε′１ρ
２／（ｚ＋２ｄ）２时，存在支点

贡献的侧面波成分．对于 ＴＥ波，在下层为３种不
同介质的情况下都无有效极点，即不出现吸附表

面波模式；在下层介质为左手介质或负磁性介质

时才存在分支点贡献的侧面波模式．
３）对于常规介质与等离子介质、左手材料介

质的界面上可以存在吸附表面波模式，它的衰减

速度更慢，使得以表面波形式传播的能量能够到

达更远距离的区域．由于在实际问题中下层的超
材料介质的厚度和范围往往是有限的，故本模型

分析的结果存在一定的局限性．
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